AM210-2014/15: Tracce delle lezioni-VIII Settimana
SERIE DI FOURIER

NOTAZIONI e DEFINIZIONTI.

- Tor =A{f : |[-m,7m] = R, assolutamente integrabile in [—7, 7|} (le f € Ty, si
intendono prolungate in modo 2m-periodico a tutto R) Z,, é spazio vettoriale e

Ifllh = ]’r |f()|dt  éla norma della convergenza in media.
-I2 ={f:|-m7n] - R, 27— periodica ed f? é assolutamente integrabile} e
A3 =< f, f>= [ If(@)Fdt, <fg>= [ fH)gt)dt  VfeI;

é la sua norma (hilbertiana) detta della convergenza in media quadratica. Da

Cauchy-Schwartz: }r If(t)|dt < V2m <}r |f(t)]? dt) e quindi 77 C Io,.

- Oy = O (RLR) = {f € C(R,R), 2 periodica} (algebra delle funzioni con-
tinue e 2m-periodiche in R).  Ovviamente Ch, C Z3..  Oltre alle due norme
Il e [].]]2, in Cs, é definita anche la norma della convergenza uniforme

Ifllo == sup [f()] Vf€Cou.  E  |[flla < V27 |fle YfECo

te[—m,m]

N .
P = {p(t) = G0 4 Z a, cosnt 4 bn sin nt an;bn c R, NecN tec R}
n=1

2m — NG NG
C C9%(R) ¢ la sottoalgebra dei polinomi trigonometrici, ovvero 'insieme delle
combinazioni lineari dei vettori (mutuamente ortogonali)

1, cost, sint,...,cos(nt), sin(nt),...

che, normalizzati rispetto alla norma ’hilbertiana’, vanno a formare il sistema
ortonormale

—_

cos nt sinnt
P o= ed = n &N

e el : -
V2T NZ3 NZS

€

N
-Ey:={pn(t) := 3 anel + b, el an, b, €R, teR} NeN
n=0

ap =<pn, el > b, =<pn, efl > sono le componenti di py nella base orto-

normale di Ey, eh,e? el n=1,...,N, e sono detti  coefficenti di Fourier di py

n -n’



- Data f € I,
<f,eh >=

7 [0

f(t) sinntdt, neN

-
A~

1 ™
<l el s= /f(t) cosntdt, < f, el >=
n ﬁ n

sono i coefficenti di Fourier di f e

N
PNf'—Z<f et > e+ < f, ed>ei:

(/f cosnt dt) cosnt + (/ f(t) sinnt dt) sinnt]
n=1 S

é la sua  proiezione ortogonale su Ey  (cioé Py € L(Z2), P% = Py,
PN(IQ27T) = EN, K@TPN = E]J\})

—/f dt+—

CONVERGENZA NELLE SERIE DI FOURIER

Sia integrabile in [—m,7].  La serie (formale)

o0
<f.ef >+ Y <f,el >+ <f,el > el =

n=1
i (/ f(t) cosnt dt) cosnt + (/ f(t) sinnt dt) sinnt]
n=1 p

™

T

17T /f(t)dwjr

—T

é la serie di Fourier di f.

Definizione f, integrabile in [—7, 7], é sviluppabile in serie di Fourier
(in qualche senso) o che é somma (in qualche senso) della propria serie di Fourier se
f= li]{fn Py f  (limite in qualche senso) e scriveremo

(/f ) cosnt dt) cosnt + (/ f(t) sinnt dt) sinnt]

s

2/f dt+

Se  (Pnf)(t) =~ f(t) ¥Vt € [-m,m| diremo che f é somma in ogni punto
della sua serie di Fourier, o che lo é nel senso della convergenza puntuale (ed in
tal caso f é necessariamente 27 periodica). Ma potrebbe essere una convergenza
associata ad una norma (questo non € il caso della convergenza puntuale!):



o0
Definizione Sia F spazio normato, x,, € E. Laserie Y. x, converge -con
n=0

N
somma z- se e solo se esiste il limy Y x, -ed é ugualea a- e siscrive
n=0

00 N N
T = T, = Nl_i)r}rloo >, & |z =Y z,|| =N 0
n=0 n=0 n=0

Data f integrabile, potremo chiederci se f é somma, nel senso della convergenza
uniforme, della propria serie di Fourier (ed in tal caso, necessariamente, f € Cy,),
OVVero se

If = Pn(f)llc =~ 0

Se ci6 avviene, e siccome ||| € piti forte di ||.|]2, giacché [|f|3 < 27| f||%,
f sard anche somma in media quadratica della propria serie di Fourier

1f = Pn(f)ll2 =n 0

Ma pué accadere (come vedremo) che una funzione con discontinuitd sia somma in
media quadratica della propria serie di Fourier (ovviamente non lo sard nel senso
della convergenza uniforme).

CONVERGENZA IN MEDIA QUADRATICA

If =Pz =80 VfeECo
Ci6 deriva da due fatti
1. VieCo, Ip,eP: | f—Pnlloc =n O (densita di P in Cy, )
2.  Proprieta minimizzante della proiezione ortogonale
1Pxf = flz < Ilh=fl;  VheEy
cioé Py f minimizza la distanza di f da Ey. Tale proprieta si vede cosi:

<f—-Pyf,e,>=0 Vn=0,1,.... N = < f—Pyf,h—Pnf>=0 VheEy

Pitagora
>

Ih—fll3 = 1h = Pxflls + 1Pxf = fl2 > 1Pxf — fl3 VheEy

Prova della convergenza in media quadratica. Data  f € Cy,, siano p, € P tali
che ||f —pullo =n 0. Siap, € Ex, N = N(n). Allora

If = Pxfll < I1f = pally <27l = Pl =4 0



Dunque,

ogni f € (5, é somma in media quadratica della propria serie di Fourier :

N
f=lm | <fieh> e+ <fiel>el|  in (Conllll)
n=0

™

f= ;ﬂ/f(t) dt + 2 (i_{ f(t) cosnt dt) cosnt + (i_{ f(t) cosnt dt) cosnt

—T

(nel senso della convergenza in media quadratica ). Ma tale convergenza non sard
in generale uniforme (e neppure puntuale!).

NOTA 1. Lo stesso argomento dice che

dpy € P : If —pnllo =0 = [|f=Pnflla—=n0 (*)

cioé ogni funzione che sia limite in media quadratica di polinomi trigonometrici é
somma, in media quadratica, della propria serie di Fourier. In effetti ogni funzione
in Zy,; ¢ limite, in media quadratica, di polinomi trigonometrici, ma questo non pos-
siamo provarlo qui.

Corollario (principio di identita) Siano f,g € Cy,. Allora
<fiel>=<gel> <fiel>=<gel> ¥Yn=0/1,... = f=g
Infatti < f—g,ef >=< f—g,e? >=0 Vn e siccome f — g é somma (in

media quadratica) della sua serie di Fourier, ||f—g|o=0 equindi f—g=0
perché f — g é continua.

NOTA 2. 1l principio di identitd (nella forma: < f,e >=0 = | f]l2=0)
vale per ogni f per cui vale () in NOTA 1 (e quindi per ogni f € 73 !)



CONVERGENZA UNIFORME

Consideriamo la serie trigonometrica

ft) = % + Z a, cosnt + b, sinnt teR

n=1
Se la serie converge uniformemente, ovvero
N

a
Pyf = 50 + Z a, cosnt + b, sinnt —x f uniformemente

n=1

f é somma uniforme della propria serie di Fourier ( e quindi f € Cy,). In particolare

[e%S) N
Z|an|—|—|bn| <o = ||f—z a, cosnt + b, sinnt||.. —n 0
n=0 n=0

Questa osservazione, insieme al principio di identita, d&a la seguente

Proposizione

Sia f € Cy,. Allora

dI<fia>l+l<fien>]<o0 = |f=Pyvfle—n0

n=0
ovvero, se la serie dei coefficenti di Fourier di f € assolutamente convergente, allora

f € somma uniforme della propria serie di Fourier.

Prova. Dall’ipotesi segue che la serie di Fourier di f é totalmente convergente.
Dobbiamo mostrare che la sua somma, diciamo g, é proprio f. Ed infatti f e g
hanno, chiaramente, gli stessi coefficenti di Fourier, ed essendo entrambe continue,
debbono essere, per il principio di identita, uguali.

NOTA. Non é purtroppo vero che per ogni f € Cy: (R, C) la serie dei coefficenti
di Fourier risulti assolutamente convergente.

La diseguaglianza di Bessel d4 una proprieta simile ma piu debole:

—+00
Yl<fed>P+l<fiet>P<|fI <400  VfeTl?
n=0



Teorema (Sviluppabilita di funzioni C').
Ogni f € Cy_ é somma uniforme della propria serie di Fourier.
Lemma. Sia feC'NC,y. Allora

<flek>=n<fel> <flel>=-n<fe > Vn e N
Prova.

Segue da una integrazione per parti e dalla periodicita:

™

0= /(f(t)cosnt)’ dt:/f/(t)cosntdt—n /f(t)sinntdt

—T

™

0= /W(f(t)sinnt)/ dt = /f’(t)sinntdt—l—n ]f(t)cosntdt
Prova del Teor;ma . 7 7

Da f" € Cs, segue, per Bessel ed usando il Lemma, che
dln<fien>P+In<fieh>P =3 1<fia>P+ < fen> <3

Utilizzando Cauchy-Schwartz (in [?), otteniamo

1 1
YoI<fieh >+ <fien>[=) ~In<fieh>[+-|n<fiep>]|<
n n

n>1 n>1

(Z 12) (Z n<fie> \2)
nA0 Y n>1

Un’applicazione della Proposizione da dunque il Teorema.

=
N|=

1
2
+<Z!n<f,ei>|2> < 00

n>1



Sviluppabilita di funzioni regolari a tratti.

L’ipotesi C! su f nel Teorema 1 si pué indebolire chiedendo ad f € Oy, di essere
C! ’a tratti’, ovvero di essere C! al di fuori di un insieme discreto. Supponiamo
dunque che, data f € Cy; esistano ¢ <ty < ... <1, 1 <%y, p € N tali
che

feC(t,t,) NC ((tr,t) U... U (ty1,tp))

Al fine di mostrare la validita del Lemma (e quindi del Teorema 1) per tale f, ba-

tp tp
sterd provare che, presa g € C'([t1,ta]), allora  [(fg)'(t)dt ed [ f'(t)g(t)dt
t1 t1

esistono (eventualmente in senso improprio) e valgono formula di integrazione per
parti e TFC (caso g = 1):

[ F0gdt = (fo)t,) = (Fo)t) — [ FB)g 0t

Infatti, se  €;,0;, = 0", troviamo

ti+1—05+1 tj+1—05+1 ti+1—05+1

flg = / (f9) — / fg' = (fo)tivr —0j1) — (fo)t; +¢5) —
tite; tite; tite;
ti+1—05+1 ti+1
= [ g T ot - Uok) — [ £
tite; t;

ovvero, la quantitd a primo membro ha limite e quindi

3 [ fe L Ut - o) — [ fd

Sommando in j troviamo la formula di integrazione per parti su tutto [t1,t,]. 1l
Lemma continua dunque a valere anche se f é solo C! a tratti. Si é cioé ottenuta la
seguente estensione :

Teorema (Sviluppabilita di funzioni C' a tratti )

Sia f € Cor NCH((t1,t2) U.. U (tpo1,tp)), —T=t1 <ta<...<tp 1 <t,=nm.

Se [ |f|’dt < oo, allora f é somma uniforme della propria serie di Fourier.



CONVERGENZA UNIFORME, PUNTUALE PER SERIE DI
FOURIER DI FUNZIONI A VALORI COMPLESSI

Abbiamo finora considerato la sviluppabilita in serie di Fourier nel senso della conver-
genza in media quadratica, valida per tutte le funzioni Cs,, od uniforme, anch’essa
ristretta, a maggior ragione, alle funzioni Cs;, ma tuttavia non valida per tutte le
funzioni siffatte.

Per interessare funzioni continue ma non sufficentemente regolari, o per includere
addirittura funzioni con discontinuitd, ci limiteremo a presentare ipotesi che assicu-
rino la convergeza puntuale nelle serie di Fourier.

Prima di farlo, estendiamo quanto finora visto a funzioni a valori complessi.

Lo spazio C3;(R,C) ed i polinomi trigonometrici (complessi)

Scriveremo: }r [R(t) +ik(t))dt = }r h(t)dt + i }r k(t)dt se h, k € Ty,

—T —T

L.R,C) ={f +ig| [f,g9€I5}

Cor(R,C) = {f +ig: [, g€ Cox(R,R)} C I3 (C)
( spazi vettoriali su C). In 73 (R,C), (9% (R,C) sono definite le norme

- 1/2
||f||2:(217r / If(t>|2dt) = <L VIER(R.O)

Iflloe = sup|f(#)] = sup |f(®)] V€ Cor(R,C)

te[—m,m]

ove < fog>=5 [ f(t)g(t)dt é un prodotto scalare:

<gf>=<fg>
<)‘fag>:>‘<f7g>a <fa)‘g>zx<fvg> V)‘607 Vf,QEZQW(R,C)

Continua a valere Cauchy-Schwartz (e quindi ||f]|2 é effettivamente una norma),
come si vede sciegliendo A =< f, g > ||g|| =2 nella diseguaglianza

0<< f=Ag.f=Ag>=IfIP+I<fg>Plal*-A<g.f>-A<fg>

|<f7g>‘2:HfH2_|<fug>|2
gl lgll?
E vale anche Pitagora: < f,g>=0 = |[f+4l3 =3+ llgl3

= /I +1< f,9> Fllgl™ -2



Siccome }r e™dt =0 VYneZ\{0}, lefunzioni

—T

en:=¢e™ neZ formano un sistema ortonormale in  (Z2 (R, C), ||.|l2):

<ep,em>=0 se n#m, <e,e,>= Vn € Z

In particolare

N ' N
> ae™3= 3 leal?
n=—N n=—N

Diseguaglianza di Bessel.  Sia f € Z2 (R, C). Allora

o
Y. I<fie>P<|fl3

n=—oo

N N
Infatti, per Pitagora < |f— Y < f,en>en|, > < f.ep>e,>=0 =

n=—N n=—N

N N N
IFE=1f= 22 <feen>ellz+1 X <fiea>enls= 3 [<fiea>]

n=—N n=—N n=—N

Gli e, generano il sottospazio P  dei polinomi trigonometrici complessi:

N .
. a, —tb
Py(t)= > cpe™, Cp = %, an, b, € R, neZ, NeN
n=—N
N N '
Py  éreale < Z cpeint = Z —me™ & a_,=a,, b_,=—-b, Vn
n=—N m=—N

Usando le formule di Eulero, vediamo che Py é reale se e solo se si scrive nella forma:

N . an — Zb" int
Zancosnt+bnsmnt:a0+ Z Te , a_p = apn, b_,=—0b,

n=0 0<|n|<N

In particolare, se Py, ()3 sono due polinomi trigonometrici reali, allora Py +iQ s é
polinomio trigonometrico complesso. Dal Teorema di approssimazione per funzioni

in C9:(R) segue quindi la
Densita di P in Co(R,C) :={f+ig: f,g€ Cor(R)}

Vf e Corme) IPv € Corm,c), polinomi trigonometrici: ||Py — flcc —n 0



Corollario (Principio di identitd)  Sia f € Cy;(R, C). Allora
< f,e,>=0 VYneZ = [f=0

Infatti, siano Py polinomi trigonometrici tali che ||Py — f|loo =~ 0 € quindi
Py — flla =~ 0 equindi < f,Py>—|fl3. Ma < f,e, >=0VneZ =
<f,P,>=0 VN equndi 0=<fP,>=|fl3 = [f=0.

Serie trigonometriche Sia ¢, € C,ne€Z taleche

%s) N

> el = sup Y el < o0

n=-—0oo € n=—N

allora la serie di potenze > 02 ¢,2"  converge, uniformemente, per |z| < 1. In
particolare é definita la funzione o serie trigonometrica

ft) = > cpe™ Vte R

n=—oo

Chiaramente, f € C5 (R, C) e

™

1 —in 1 r X
= foew = o [0 W= o [ ora = 517

SVILUPPI IN SERIE DI FOURIER

Definizione (coefficenti di Fourier). Data f € Z,,(R, C), restano definiti

T

~ 1 .
fn =< f,e, >= o / f(t)e "dt neZ (coefficenti di Fourier ) di f
T

—T

Definizione (serie di Fourier). Data f € Z,.(R, C)

o
Z fre™ é serie di Fourier di f

n=—0oo

f si dice sviluppabile in serie di Fourier se la sua serie di Fourier converge e

Ft) = fj foe™ V¥V teR

n=—oo

10



La serie di Fourier di una f € Zy.(R, C) non convergerd, in generale, neppure
puntualmente! Un esempio di funzione sviluppabile in Serie di Fourier é dato dalla

serie trigonometrica  f(t) := Y22 c,e™ nellipotesi che 320 |c,| < oo
S 17 int int 2 = | 2
1= 3 |5 [ e ™at) e e fI3= 3 1]

Teorema 1. f € Cor, S°__|ful < 00 = f € somma (uniforme) della
s “+o00 N
propria serie di Fourier e o= [ |f(t)?dt= 3 |fu]* (identitd di Parseval)

Prova. Y00 |fn| <oo = g(t) =20 fneint é in Cy,; ed ha gli stessi
coefficenti di Fourier di f. La conclusione viene dal Principio di Identita.

NOTA. Non é vero che per ogni f € Cy:(R,C) risulti = 1 fnl < 0. La
diseguaglianza di Bessel d4 una proprieta simile ma piu debole:

—+o00

S LESIfIE <00 VfEZ

n=—oo

Notiamo che basterebbe poco di pit: ~ Ja > 5 tale che 3 Info]?2 < 0o <5
n

1 1
> |fn| < (Z |n°‘fn|2> ’ (Z n21a> T coxoe quindi f é sviluppabile in serie di Fourier.
Sviluppabilita di funzioni C*.

La situazione in NOTA (caso o = 1) si incontra se f € C!, ove
feCnR,C) & REIFEC,MR) e f=®Rf) +i(Sf)
Teorema 2. Ogni f € C5_ ¢ somma uniforme della propria serie di Fourier.

~

Lemma. fe€CL(R,C) = f(n)=—1f(n) Vn#0.
Prova.

1
o7

™

/ (f(t)e_i”t)/dt —f —in f, equindi f,= —;}\'(n) Vn # 0

—T

0

Prova del Teorema 2. Da f" € Cs: segue, per Bessel ed usando il Lemma, che
S nful* < oo.  Procedendo come sopra, otteniamo da Cauchy-Schwartz

n#0 n#0 n#0 n#£0

AR NIAIEE (Z rnfn|2) (Z j) ) < o0

11



Regolarita e decadimento dei coefficenti di Fourier.

Una ovvia estensione del Lemma dice che

1
m

JeCh, = Ju=()F(/®), Va0

e quindi, per Bessel, 3 |n|2|f.|2 < 00 e quindi |l = o(%).
Viceversa, pit é rapido il decadimento di f,, pu alta é la regolarita di f: da > % :

1

N ~ o 2 2
SlnPEfuf <oo = Slntfl < (S L) (S k) <o

e quindi la serie di Fourier di f converge uniformemente insieme alle sue prime k
derivate e quindi  f € C*. Ne deriva che, se f € Oy, allora

feC=R) seesolose f(n)=O0(=) Vp € N.

|n[P

NOTA. Si pud dimostrare che ’analiticita equivale a decadimento esponenziale’
dei coefficenti di Fourier: se f € (s, allora

f ¢éanalitica < 3C,0>0: |f(n)| < CeoMl
Sviluppabilita di funzioni regolari a tratti.

Esattamente come nel caso reale, si ha la seguente estensione

Teorema 2 bis. Siano —7=%# <ty <...<t,1<t,=mmpeN ed
f € Cu NCH((t1,62)U... U (tp-1,t,)). Se [ |f']Pdt < oo, allora f é somma
uniforme della propria serie di Fourier.

~ L~

Infatti, per quanto sopra, f(n) = —=f'(n) e, per Bessel, 3, |}7(n)|2 < 0.

NOTA. Basterebbe [ |f'|Pdt < oo per un 1 < p < 2, perché si pud provare che

[ . 11
/ lg|Pdt <oco = > |f(n)]?<oo, ove -+ -=1 ( Hausdorff-Young)
J m Poq

12



Convergenza puntuale nelle serie di Fourier (il criterio di Dini)
Teorema 4 (sviluppabilitd in serie di Fourier per funzioni Lipschitziane).

Sia f € Z2 . Se vale la condizione di Diniin T:

5
360 >0: /

-4

dt < oo

flt+7) = f(1)
t

allora  f(7) =322 f.e™: fé in 7, somma della propria serie di Fourier.

n=—oo

Prova del Teorema 4.  Sostituendo eventualmente f(t) con f(t+71)— f(7) (vedi

5
in nota) possiamo supporre 7=0, f(0)=0, [ ’@‘ dt < 0o, e provare che
6

n=—0oo

Scriviamo

t .
F) =20 )= e - Py
F ¢é di quadrato integrabile, al pari di f, in {7 > [t| > J}, ed assolutamente inte-

grabile (eventualmente in senso improprio) in {|¢| < 8}, perché  F(¢t) = £ _t

t ett—1
()
t

e ¢é assolutamente integrabile per ipotesi mentre ﬁ — 0 % Ma

A

.17 . 17, U T o o g
fn = /[Felt — F] ei’mtdt = — / Feil(nil)tdt 5 / Feilnt = anl - Fn
27r_ 27T_ 27T_

Se f fosse, di pit, Lipschitziana (rapporto incrementale limitato), F' sarebbe addirit-

tura limitata, e quindi potremmo applicare Bessel: > |Z:ﬂn|2 < i [ |F(t))2dt < oo

n—=——

e quindi I}, —|n—o 0 € quindi

N N
S fa= D [Foai—F]=F.ny1—Fy—n0
n=—N

n=—N

Sotto l'ipotesi pit debole

f(t)

|dt<oo
t

/f

possiamo solo dire che F' é ( solamente) assolutamente integrabile.
Mostriamo che F' é limite in media di una successione di funzioni Z2 . Basta infatti

13



prendere una ¢ € C(R,[0,1]) uguale a 1 per |[t| > 2 e uguale a zero se |[t| < 1 e
porre F,(t) = F(t)p(nt). Ed allora

/|F Fo|(t)dt = /|F (1 = p(nt)) dt</|F )| =5 0

TL

perché F' ¢é assolutamente integrabile. Dunque

A

. . . 1 7 . .
[F'(n)| < [F(n)=Fi(n)|+|Fr(n)| < - / |F'—Fy|dt+|Fp(n)| < e+[Fe(n)] Yk > ke

Siccome Fj, € IQW, Fk € 2 e quindi Fk(n) —n|—oo 0. Fissato k& > k. e passando al
limite, troviamo R
limsup|F(n)] <e  Ve>0

|n|—o0

A

cioé  F(n) —nj-x 0 e questo basta, come sopra, per concludere.

NOTA.
(i) La condizione di Dini é certamente soddisfatta in ogni punto se f é Lipschitziana
od anche solo holderiana di esponente o € (0, 1), ovvero

f(@) = fy)l <clz—yl* ¥V x,y

(ii) Sia  g(t) == f(t+7)— f(r). E g(0)=0 e

90) = o [+~ e "= [ [f(s)ds — 7r) = F0) ~ ()
e, se n#0: g(n) = 217r /[f(t+7) — f(r)]e"™dt TS f et

—T
Sommando, troviamo

Z gn: Z fneinT_f(T)

n=——oo n=—oo

Quindi § =0 & ¥ f.e"m = f(r).

n=—oo

14



Un’applicazione: la formula di riflessione per la funzione I'.

M) (1 —xz) = Vae(0,1)

a)

dt
) otr(1+1)
b)
Todt 1 > (—1)"
(1 +1t) r zz:an—xz vee (1)

c)

1 = (=) T

~_9 = Z

x x;rﬂ—x? sin xm Vo ¢

Prova di a) Segue da Fubini:

0o / 00 —2(14y) 3 00 o o 0o 00 o 4
J(Jo m) o [ o w) ar e e 5 )
yOl SO‘ZE S—Oé

0 0 0 0 0 0

00 (00 i(14y) 9] 1 9] 00 1
/ /6 de | dy = / /e_’”(Hy) de | dy = /70@
Y Y 7 yr(1+y)

0 0 0 0

Prova di b) Intanto, effettuando il cambio di variabile ¢ = %, troviamo

7 dt _/0_ s*ds _/1 s*ds _/1 ds
/ te(14+1t) / s2(1+1) / s(s+1) / st=2(s+ 1)
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Sviluppando in serie 1 + - e integrando

Dunque, f tw 1+1; - f o ( 1+t) f sT—a( s+1)
termine a termlne trov1amo
1 oo

1
dt
—x tm 1 /t_ tm 1 ntn dt:
/tftf (1+1t) / T J - ;

0

= i::(_l)n/l [tnﬂil - tniﬂ dt = i::(—l)" [nix * n—i‘%—l] B

1 0o (- n 00 )n+1 _ 1 00 1 1 B
Tz 21: +; n—r 21: {n+x_n—z] B
T _23:21:712—:{:2

Prova di ¢) Per x € R\ Z, fissato, indichiamo con f(t),t € R, il prolungamento
2 —periodico della funzione (pari) ¢ — cos(xt), t € [—m, 7). Isuoi coefficenti

di Fourier sono

< fel>=0 Vn

sin(z7)

< f,ef >= \/%7]7; cos(xt)dt = 2 ==

< f, el >= ﬁ [ coszt cosntdt = == [ 3[cos(xt — nt) + cos(at + nt) dt]
—m 0

Siccome f € Z2 N CY(—m,7), f é, in (—7, ), somma della sua serie di Fourier:

™

f(x) := cos(xt) = 217T /COS (xt) dt+z (/ cos(xt — nt) 4 cos(xt + nt)]dt) cos nt

—r n=1T 0
_ sinmx 1 & [sin(zm — nw sin(xm + nw
= + — Z ) ( ) cosnt =
T i1 Tr—n rT+n
sin Tx 2 s rsinmxr sinmz |1 > (=1)"
— = cosnt Y_(—1)" 5 = — =2z (2 ) 5 cosnt
T T = n2—x T x —n’—-x
Quindi, posto t = 0, troviamo che
s 1 > (=1)"
; =——2r ) (2 : 2
simxm —n?P-z
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ESERCIZI E COMPLEMENTI

1. Verifichiamo che, se ¢, = %, allora

Z cpe’™ = Z cpeint g G_p = Qn, b_, =—b, (<g>)

N .
. An — 1
Py = E a, cosnt + b, sinnt = ag + E —e
n=0 0<|n|<N

» N N N
1 >N 1 _ —n:=m _
9. Py =Py & S o™= Y ettt 7= > ocae™ &
n=—N n=—N m=—N
¢, = ¢, < a., = a, b, = —b, perché due polinomi sono uguali se
e solo se hanno gli stessi coefficenti, ovvero Py =0 << ¢, = 0 Vn e

Pv=0 < ¢,=<Py,e,,>=0 VmeZ.

W, s Py = Y @Ziueint¢reale, equindia_, =a,, b_, = —b,, troviamo,
n=—N
N .
usando le formule di Eulero, Py = Y “=Pelcognt +isinnt] =
n=—N
a_, —tb_, .
ao—l—z “ [cos nt + i sin nt] —I—Z#[cosnt—%smnt]:
n=1
N
agp + 5 Z a, cos nt + ia, sinnt — ib, cosnt + b, sin nt] +
N N
5 Z a, cosnt — ia, sinnt + ib, cosnt + b, sinnt] = Z a, cosnt + b, sinnt
n=1 n=0
@ : Usando anche qui le formule di Eulero, troviamo che
N
a_p = Qp, b_,:=-b, = Py :i=ag+ Z a, cosnt + b, sinnt =
n=1
eint + efint eint _ efint
ag + a +b . =
02—y S
. N . -N .
ao + Z CLn — n znt + Qn —; an e—int = ag+ Z an _2 an eint + z A—n _|2— Zb*” —int
n=1 n=-—1

N .
an — by

= > 5

n=—N
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¢, € C, neZ, N eN. Scrivendo ¢, = a,, — ib,, le formule di Eulero danno

N N
Py = Z [a,, cosnt + b, sinnt] + i Z la, sinnt — b, cos nt]
n=—N n=—N

2 . Osservazione: se f € Cy:(R), i suoi coefficenti di Fourier sono complessi
coniugati, e quindi la serie di Fourier associata é reale:

i fne™ = ( /f cos(nt) dt — — / f(t) sin(nt) dt) (cosnt+isinnt) =

n=—oo n=—oo

oD I [( }r f(t) cos(nt) dt) cosnt + ( }r f(t) sin(nt) dt) sin nt] +

—Tr —Tr

—T —Tr

21 / t)dt + — Z (/f cos(nt) dt) cosnt + (/ﬂ f(t) sin(nt) dt) sin nt

s

= [(}r f(t) cos(nt) dt) sinnt — (}r f(t)sin(nt) dt) cos nt] =

N .
3 . Osserviamo che felCu(R,C), Pyv= Y ce™ =
n=—N

1 X7 1 X r . .
(f* Po)(t) = o ; n[f e ds = %HEN [cnl f(S)e‘““ds] et

cioé la convoluzione di una f € Cs (R, C) con un polinomio trigonometrico é un
polinomio trigonometrico.

4. Lemma Riemann-Lebesgue. }r 1f(s)|ds <00 = f,—0.

™
Idea di dimostrazione. La tesi é vera se esiste fp € Cy, tale che [ |fx — f| =« 0.
—T

Infatti, in tal caso,

Ve > 0, 3k, : limsup |f(n)| < limsup |f(n) — fu(n)| <e Yk > k.

perché |f(n) — fk(n) = ‘_};(f — fp)eint

La tesi segue poi dal fatto che per ogni funzione assolutamente integrabile in [—7, 7]

< [ |f = fxl < eper k> k. opportuno.
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tali approssimanti esistono (cosa che qui non possiamo dimostrare).

5. Esercizio. Provare che se f € C([-1,1])NC*((—1,1)\{0}) ed f’ é limitata
in (—1,1) \ {0} allora f é Lipschitziana in [—1,1].
Sia |[f'(x)] <¢ Vxe(-1,1),z #0.
O<e<az<l = |flx)=flOl <cle—e =[f(z) = fO)] <cx
“l<y<—-e<0 = |[|fly)-f=al<cy+e =|fy)—fO)]=clyl
Dunque

—l<y<0<z<l=|[f(z)=fl<|f(x) = FO+]f0) = fY] < clz —y) =

clz —yl.
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