AM210-2014/15: Tracce delle lezioni- IX Settimana

EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE
Equazioni differenziali lineari del I ordine

Date le funzioni a(x), b(x) definite in un aperto O C R determinare, se esistono,
le funzioni y = y(x) di classe C*(O) tali che

y'(z) + a(x)y(x) = b(x) Vr € O (ED)

(ED) si chiama equazione differenziale nella funzione incognita y = y(z).

Tale equazione é lineare perché l'operatore (differenziale)
D:CY0) = C(0),  (Dy)(z) =y (z) + a(z)y(z)
é lineare, cioé  D(ayy; + anys) = a1Dy; + asDys. Quindi 'insieme delle soluzioni

di (ED) é KerD + 3 ove Dy = b. In particolare, se KerD # {0}, ed (ED) ha
soluzione, allora ne ha infinite.

(ED) é del primo ordine perché nell’equazione compare solo la derivata prima.

Come osservato, (ED), se ha una soluzione, ne ha infinite. Fissato peré xo € O
( ’punto iniziale’) e y, ( ’valore iniziale’ ), il problema di Cauchy per (ED)

y'(@) +a(x)y(z) =bz) VeeO, ylw)=yw  PC)
consistente nel trovare una soluzione di (ED) soddisfacente la condizione iniziale,
o di Cauchy y(xy) = yo ha, come vedremo, al pit una soluzione, ma solo se O é
un intervallo!  Dunque, di norma O sara un intervallo aperto I.

Se a =0, (ED) diventa ¢ =0 e le sue soluzioni sono le primitive di b.

Condizione necessaria (Teorema di Darboux) perché b(z) ammetta pri-
mitiva é che b abbia la proprieta del valore intermedio (PVTI).

Tale proprieta non é peré sufficente. Ad esempio,

f(z) = —sin 1 se x #0, f(0)=0



ha la (PVI), ma non é dotata di primitiva su tutto R. La sua primitiva, nulla in
T 0o

x =0, é pari e, sul positivi, é data da P(z) = 0fs.in2 %dt = “1[ S“;#dr Ora,

supposto che P’(0) esista, deve valere, per paritd, zero.

D’altra parte, se § é tale che {z € [0,7] : sin®z > 6} = [*5%, %] (che ha
lunghezza 1), e preso x = %, troviamo

o

P in?
0 = P'(0) = lim (z) = lim mr/sm Tar >
=0 g n T2
k7r+TrT+1
dr no 1 )
lim nom Z / — > lim — Z— > —
n i>n A T2 n 47 >n k2 47

Dunque P non é derivabile in z = 0.
La continuita di b(z) é sufficente per I'esistenza di una primitiva di b:

se b é continua le primitive di b esistono e, per il Teorema Fondamentale del
Calcolo (TFC), sono date, tutte, da

y(r) =yo + /b(t)dt zo € (a,b), Yo €R
)

Tale funzione é anche 'unica soluzione del Problema di Cauchy (PC).

Tuttavia, la continuitd di b(z) mnon é necessaria: la funzione

1 1
f(z) = 2zsin——cos— se x#0, f(0)=0 é discontinua in zero
x x

ma ¢ la derivata (in tutto R) di ~ P(z) := #*sin<, P(0) = 0.
Comunque sia, la continuita di b(x) é essenziale:

se f(z) = ap Ve #0, f(0) = ¢, allora

P'(z)=f(z) YVx#0 = P(z)=|z|+c = P(0) non esiste.

Dunque, richiederemo sempre ai dati di essere continui.



INTEGRALE GENERALE DI (ED)

Siano a,b € C(I). Se y é soluzione di (PC), moltiplicando (ED) per e Loy o0t
troviamo

)

x / x x
[ a(t)dt [ a(t)dt [ a(t)dt
e | = @) +a@y@)es  =ed ba)
fa(t)dt z ft a(s)ds
e quindi, per il TFC, y(z)e® = y(xo) + [ e’ b(t)dt e quindi
zo
— f a(t)dt z f a(s)ds
yx)=e ©  |yo+ / e bH)dt|  (IQ)
zo

Tale espressione, che fornisce al variare del parametro y, tutte le soluzioni di (ED),
si chiama appunto Integrale Generale di (ED).

Equazioni lineari omogenee del I e II ordine a coefficenti costanti.
Dato A € R,y — Ay =0 ha come soluzioni le funzioni ce**, ¢ € R. Dunque, se

Dy =1y, (D—=X)y =y — Ay, D — M\ :C*R)— C*R)
D —X:=D— X ¢ operatore lineare di C*°(R) in se e e si ha
ker(D—)\) =< M >

Dati A\, u € R, Tlequazione 3y — Ay =e** ha come soluzioni le funzioni

eHr

y(x) = ce™ + o se p# A y(r) = (y(0) +2)e se A=p

Dunque, (D—X)o(D—=XN)y=0 < ¢y —XlyecKer(D-—X\) <

A1#EA2 y = 626)\2m op. Y= Cle)qﬂc < Ker [(D _ )\1) o (D — )\2)] =< e)‘lx , e/\2x >

Ar=Ao=A
= y=ci e oppure y=cyxe® & Ker(D—MN? =< e, 2e™ >

Osserviamo che

(D=M)o(D=X)y= (D= )y = Aay) =" = (A + A)y’ + Aday



Dunque Ker[(D — A1) o (D —Xg)] ¢é l'insieme delle soluzioni di una equazione
del secondo ordine, lineare, omogenea a coefficenti costanti. Tale equazione si pud
riscrivere

p(D)y =0
ove  pA):i=(A=A)A=Xa) = X2 = (A1 + X)X+ Ay (¢l polinomio di secondo
grado aventi radici -reali- A, \2)  ed abbiamo usato la

NOTAZIONE Dati a; € R e p(z):=z2"+a, 12" ' +...4a, 2€C

dkz
p(D) := D" +a, 1D" "+ ...+ ay, DF = - D=1
p(D) definisce un operatore (differenziale) lineare di C*°(R) in sé:
p(D): C=(R) = C*(R)

p(D)y = y™ + an_1y™V + ..+ agy Yy € C*(R)

k volte

Per induzione, possiamo ora vedere che, se (D — \)f:=(D — X)o...o(D —]))
Ker(D — N\ =< ge? 2k el >
Infatti, Ker(D — N =< e xe?, . 2 te? > (D-NTly=0 =
(D-XNyeKer(D-)\N" = o - dy=(ciz+...+cpiz" e =

1 1
(ye ™) =z +.. .+ ozt = ye N =+ 5013:2 ot %Ck—ll’k

Torniamo all’equazione del secondo ordine  p(D)y = 0 nel caso, rimasto, che p

abbia due radici complesse, necessariamente coniugate, A\, A\, ovvero
p(2) = (2= AN)(z =) =22 = (A + Nz + M = 2% —2(Re))z + |\
p(D)y = [(D = A)o (D~ Ny = D% — 2(Re)) Dy + |\

Per proceder come nel caso reale, con peré A € C\ R, occorrera ammettere funzioni
a valori complessi  z(x) = y(x)+iw(z) , convenendo che D*(y+iw) =y +iw'.
Siccome 2’ =Xz & z2(z)=ce*, ceC, é Ker(D—)\) = <e* >¢ e quindi

—Az\/ / Az A=)z Az Az
— -\ & = (7 — = PN = +
(D—MXz) € Ker(D—)\) (ze™7) (Z'=Az)e ci1€ Z = cge cie

ove c1,c0 € C. Dunque Kerp(D) =< e AT Sia A= a+if.
Siccome c1e? + e € R Ve €R & ¢, =7, le soluzioni reali sono

Re((a; + iaQ)e(O‘”ﬁ)‘” = a1 cos fxr — aLe™” sin Bz, ai,as € R



EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DI ORDINE SUPERIORE
A COEFFICENTI COSTANTI OMOGENEE

Notazione: dati a; € R, scriviamo  p(z) = 2"+ a,—12" ' +...4ap, 2€C e
p(D) := D"+ an_1 D" + ... 4 ayy,

p(D) definisce un operatore (differenziale) lineare di C*°(R) in sé:

p(D): C*(R) = C*(R),  p(D)y:=y" +an 19"V +.. . +ay VyeC*(R)

Una equazione differenziale lineare (EDL) di ordine n omogenea a coefficenti costanti
a; é come segue

(EDL)  p(D)y :=y™ () + an 1y () + ... + agy(t) = 0

Una soluzione di (EDL) é una funzione y € C™(I), I intervallo in R.

1.1 Regolaritd C* delle soluzioni. Se y € C™(I) é soluzione di (EDL),
da
Y™ = —[an_1y™ Y + ..+ agy] (EDL)

segue che y™ € CYI) ovvero y € C™'. Quindi 3/ € C" e, derivando (EDL),
vediamo allora che anche y' é soluzione di (EDL) in I e quindi 3 € C™"!, ovvero
y € C"*2, Tterando, vediamo che f é in effetti derivabile quanto si vuole.

1.2 Analiticita delle soluzioni. Sia y soluzione in I di (EDL). Trattandosi
di una equazione autonoma, possiamo supporre che [ sia centrato nell’origine. Vo-
gliamo mostrare che y é analitica in I. A tale scopo occorre e basta ottenere stime
(opportune) sulle derivate di y. Conviene, a tale scopo, riscrivere (EDL) in forma
vettoriale come sistema del I ordine. Posto

z1(t) = y(t), z2(t) =9 (1), ..., 2a(t) ;== y" V(1) tel per cui
iy =y d=19y" in=9y" = a1y Y+ ... +agy] in I
il vettore = (1,...,z,) € CY(I,R") soddisfa il seguente sistema differenziale
[tl = X9
$'2 = T3
j:nfl = Tnp
Ty =y = —[an_1Tn_1 + ... + aozy] ovvero, in forma matriciale,

&= Az, A = (aij)}; ;-



ove le prime n — 1 righe di A sono i vettori es, ..., e, della base canonica di R"
mentre I'ultima riga é il vettore (ag, a1, ...,a,-1,0). Otteniamo subito, indicando
con ||.|[2 la norma euclidea in R™, che

[e(@)ll2 < Al =)l VEel
D’altra parte, derivando I'equazione & = Az troviamo D*r = A(Dx) e quindi
[D?2(t)]ls < [lA]l [[D2(t)]l < JAI? [lz(t)] VEe T

e quindi, iterando,

ID*z()]l < [AI* 2@l VYt el
e quindi, indicata con |||z la norma del sup in C([-R, R|,R™), [-R,R] C I,
troviamo che

sup |Dy(t)] = sup [DFx(t)] < [D*2]lecr < A" 2]l c,r
te[—R,R| te[—R,R]

Ci6 assicura che y é analitica in I.

2. Esistenza globale. Sia y € C*(I) soluzione in I di (EDL). Per quanto
sopra, se [-R,R| C I

t*  Vte|[-R,R]

y(t) ZRZ_: . k!(())

Siccome tale serie ha raggio di convergenza infinito perché |y (0)] < c||A|[F V&
concludiamo che y ¢ ineffetti definita su tutto R come somma della propria serie di
Mac Lauren (y é funzione ’intera’). Ovviamente, come si vede mettendo tale serie
in (EDL), y é in particolare soluzione su tutto R di (EDL).

3. Unicita per il problema di Cauchy (PC). Dativyo,...,y,_1, il problema
(PC) FyeC™ tc pDy=0,  y0)=yo,...,4" (0) =y
ha al pit1 una soluzione. Per linearita, cié equivale a dire che
p(D)yy=0, y0)=0,....y"V0)=0 = y=0
E ci6 segue dal fatto che , y(0)=0,...,y™V(0)=0, ¥y soluzione =
y"(0) = —[a_1y™V(0) + ... +aoy(0) =0] = y*(0)=0 Vk

Essendo y analitica, cié implica che y =0



4. L’Integrale Generale di (EDL) . L’IG di (EDL), ovvero I'insieme di tutte
le soluzioni di (EDL) {y € C*(R): p(D)y =0} ¢ il sottospazio vettoriale di
C*>(R) dato da

N := Ker p(D) (il nucleo di p(D))

In analogia con il caso del primo ordine, vediamo se ci sono soluzioni della forma
y(z) = e, A e R. Ponendo y(z) = e nell’equazione, vediamo che tale
funzione é soluzione dell’equazione se e solo se A é zero del polinomio (che determina
I'equazione)

p(z) =) a;7’
7=0
e che d’ora in poi chiameremo polinomio caratteristico. Infatti,
DieM =NeM = pD)[eM =>a;D[eM =MD a;N = eMp(N)
=0 j=1

Tuttavia, il polinomio caratteristico potrebbe anche non avere zeri reali.
Conviene allora considerare anche soluzioni complesse y + iw,y, w € C*°(R") di
(EDL), ove, naturalmente, D*(y + iw) := D¥y + iD*w. Notiamo che

DM =X YAeC e p(D)eM) = pN)eM =0 < pA) =0

Notiamo anche che
y €N & y= Rez, z(r)soluzione, eventualmente complessa, di (EDL).
Infatti,

yweN = p(D)(y+iw) = p(D)y+ip(D)w = 0. Viceversa, p(D)(y+iw) =0

= p(D)(y—iw)=0 = y= (y—l—iw)—g(y—iw)’ w— (y—l—iw)Q—i(y—iw) Y

perché  p(Z) = p(z) (giacché p(z) ha coefficenti reali) e che combinazioni lineari di
soluzioni sono soluzioni.  Siccome poi, di nuovo,

pE)=p(z) = [pA)=0 < pi)=0

ogni radice del polinomio caratteristico, da, insieme alla sua complessa coniugata,
una coppia di soluzioni reali. Ad esempio,

pla+iB)=0 = e*“cos(fr), e**sin(fz) €N

Ora, il polinomio caratteristico avra & < n radici distinte, diciamo  Aq,..., A,
di molteplicitd, diciamo, nj, con, quindi n; + ... + ng = n. Possiamo allora
fattorizzare p(z) e, allo stesso modo, p(D):

p(z) =(z=A)" X X (2= )" p(D) = (D — X)) o---0(D—\)™



OSSERVAZIONE

1. A éradice di p(z) di molteplicitd m = p(D)(z7e*) =0 Vj=0,...,m—1

Visto che la fattorizzazione di p(D) contiene (D — )™, basterd provare che
(D—=N"(27eM)=0 Vj<m-—1

Infatti risulta (D — N (29er) = (D — N)I[(D — \)(27er)] =

(D =N [ja? = ter 4 Apd e — \ader] = (D= N\)i[jad~teM] = - = jI(D—)\)[eM] = 0

e quindi (D — A\)™(z™ 'e*) = 0. Inoltre, se j < m — 1, segue ugualmente

(D= A)"(2-1M) = (D = X" o (D = AP (1-1eM) = 0.

2. 2 —Az=2a% o (2e7) = 2% o e = [l NTdy o

2 _ -

QT e cHeo+erm. . @l e N = 2= Mt e+ 1.+ cg1]
A= _
=2 ze™™ = ¢y + cz?tt = z= [cg + ¢ 27

per certe costanti c;.

Proviamo ora che, se
Pa(2) = (2 = AM)™ X oo X (2= A)™, mi+...+n=n

Pa(D)=(D =X )" XX (D=X)™, ni+...4n=n

allora
ker pp(D) = < eM? xeM® .. amTleMT eMT g e gl MR

Y Y ?

Infatti, la descrizione di Ker (D) vale se n = 2. Proviamo che se vale per un n allora
vale anche per n + 1.
Sia dunque  ppy1(2) = (2= A)" X X (2= M\)™, nmy+...+np=n+1.

Distinguiamo due casi: 1. n; =1 Vj II. (lVindice € irrilevante) ny > 1.

Icaso. Da Ker[(D—\)...(D—X\,)] =< eM% ... eM® >  segue che

ze€ Ker[(D=X\)...(D=X\,)(D=X\11)] & Z'=Xpz € Ker[(D=X\)...(D=\,)]
N e {cl M+ cne)‘”x} & ze T =

co + e At e [c’l eMT 4L+ c;e’\"x} & z=coett T+ [c’l M4+ c;e’\"ﬂ

8



[Tcaso. ze€ Ker [(D—=XA)" XX (D=X)™], my+...4+np=n+1 &

7 — Mz € Ker [(D—)\l)”l><--~><(D—)\k)”’“_1}, m+...+np—1=n <

2=z €< M ogehT o gmTlehT ,eMT g ek Tl AT oy
ni ne—1
(ze™ M) = 7T el e T 4 Y Lot IEN
J=1 J=1
ni nge—1
2 = Apx co + ZCLj /xj—le()q—)\k)zr doe + - -- + Z Ck,j/xj_l dr =
Jj=1 Jj=1
ni ng—1
Ak AL x g1 Ak T / j
z=cye™ + e chﬁjx +---+ € Z Ch jT
Jj=1 Jj=1

Ricordando che a radici caratteristiche complesse coniugate corrispono seni e
coseni, concludiamo con la lista esplicita delle soluzioni di p(D)y = 0, laddove p(z)

abbia

p radici reali  A\;  di molteplicita m;, j=1,...,m
2¢ radici complesse «; £16; di molteplicita m;, j=1,...,¢q

L’equazione (EDL) ha le n soluzioni

eMtox eMrL et et

e cos Bz, €M% sinfix, ..., 2™ e cos frx, ™ e™? sin Bz

e cos Byx, e cos By, e lea® gin By

5. Sistema fondamentale per (EDL): dim N = n . Si pud verificare che
le n soluzioni di (EDL) trovate al punto 4. hanno Wronskiano diverso da zero,



ove, date z; € C°(R, C), il loro Wronskiano é il determinante della matrice n x n
formata dalle z; e dalle loro prime n — 1 derivate:

( Wronskiano)

-----

Proviamo che

se zj,j =1,...,n sono soluzioni (complesse) di (EDL) con W (z) # 0 allora
ogni altra soluzione (complessa) di (EDL) é combinazione lineare delle z;.
Sia dunque p(D)z = 0. Da W(0) # 0, segue che esiste C' = (¢y,...,¢,) € C"
(soluzione del sistema lineare n x n)

(i-1) —
(zj (t))i,jzl ..... n ¢ =z(0)
Ma allora 2 := i cjz; € soluzione di (EDL) (perché combinazione lineare di
j=1
soluzioni) tale che  Z(0) = 2(0).  Dall’unicitd della soluzione del problema di

Cauchy segue che z = Z.
In particolare, dimN < n. D’altra parte, le z; sono linearmente indipendenti,

perché  z(x) := i cjzj(x)=0 = DF2(0)=0 Vk=0,...,n—1 , ovvero
j=1

(z](-ifl)(t)) _, =0 e quindi, essendo W(0) (il determinante della matrice dei
17]: 7777 n

coefficenti) non nullo, deve essere  C = (¢q,...,¢,) = 0. Concludiamo quindi che
dimN = n.

NOTA (su lineare indipendenza e wronskiano). — Abbiamo visto che

dxg: Wi z(xo) #0 = 21,...,%, sono linearmente indipendenti
Il viceversa é falso, in generale. Esempio:
_ 2 — 2 _ 2
z(x) =2, z(x)=2" se x>0, zx)=-2° se <0
Il viceversa diventa vero se le z; sono soluzioni di (EDL): date 21, ..., 2,, é vero che

p(D)z; =0 Vj, z; linearmente indipendenti = W, . (vr)#0 Vz

Infatti, se esistesse xo tale che W, . (x¢) = 0, esisterebbe C' = (¢1,...,¢,) # 0

tale che

.....

(Z(i_l)(x)). . C =

J i,J=1,...,n
L . . . .
Posto z := Y ¢;jz;, questa sarebbe una soluzione di (EDL)nulla in z, assieme alle
=1

sue prime n — 1 derivate. Per 1'unicita della soluzione del Problema di Cauchy, 2
sarebbe la funzione nulla, cioé le z; sarebbero linearmente dipendenti.
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