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ANALISI
Esercizio 1. Ricordiamo che Y,;; a* = 1%
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Notiamo che possiamo scambiare serie e integrale perché, essendo la serie a termini positivi, essa é crescente e quindi sono
soddisfatte le ipotesi del Teorema di convergenza monotona.

Esercizio 2. Dato che sin 1 non ha limite per x — 0%, di fatto I'unica speranza é che, considerato che sin 1 ¢ limitata in
modulo, il limite della parte rimanente sia 0.
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Poi, usando gli sviluppi di Taylor di sin x e cos x e la serie geometrica, troviamo lo sviluppo di
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Concludendo:
- B L+x+0@) - (1+ 5 + 06 x+0(x?)
lim ——*— = lim = lim =Z—=~ 7 —.

x50+ \/; 50+ \/E x—0* \/E

Esercizio 3. Poiché Vf = (—e™,e™¥"), & evidente che f € C*(R?). Sia C la circonferenza di raggio 1 centrata nell origine.
Poiché il gradiente non si annulla mai, massimi e minimi possono trovarsi solo su C e non al suo interno. Notiamo inoltre
che poiché f(x,y) = fx Vet dt = - fy Yot dt = — f(y, x), allora se (xo, yo) é punto di minimo vincolato per f, allora (yo, xo)
e punto di massimo vincolato (C e simmetrica rispetto alla bisettrice, quindi (xo, yo) € C & (yo,x0) € C). Osserviamo che
vale f(x,y) = —f(y, x), il che significa che, detti (xp1, Ym) € (Xm, Ym) i punti rispettivamente di massimo e minimo di f, si ha
foa, ym) = —fFWms Xm) € f(Xm, Ym) = —f(ym, xm); se ne deduce quindi che il massimo di f su C é uguale al minimo di f su
C cambiato di segno. Usiamo ora i moltiplicatori di Lagrange: detta ¢(x,y) = x> + y* — 1, abbiamo il sistema
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Prima di risolvere il sistema, ricordiamo che la prima equazione non é perfettamente equivalente a Vg(x, y) = AV f(x, y): questo
perché il gradiente di una curva regolare & sempre diverso da 0, mentre il gradiente di f potrebbe annullarsi nel caso in cui un
punto critico vincolato coincida con un punto critico libero (anche se in questo caso abbiamo gia escluso questa possibilita).
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Dato che dalla prima equazione x # 0 e dalla seconda y # 0, moltiplichiamo la prima e la seconda equazione rispettivamente
per y e per x:
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Se x = —y allora I'equazione del vincolo ci da 2x* = 1 e quindi x = \f ey = +i Ci sono altre soluzioni? Consideriamo la

funzione h(x) = xe*’: siha I (x) = e +2x2e% = 1+ 2x2)e"2 #0, qumdz h e iniettiva su tutto R (in particolare su [-1,1]). La
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funzione h e dispari, quindi se fosse h(x) = —h(y) allora h(x) = h(—y), dunque non ci sono altre soluzioni. Il punto (—72, 7)

¢ di massimo e (i —i) ¢ di minimo.

Veniamo al limite: sia ¢ = fm e~ dt > 0. Allora (0, y) tende a c se y tende a +co e tende a —c se y tende a —co, dungque
non puo esistere il limite di f(x, y) per |(x, y)| = oo.

Esercizio 4. Definizione di limite: dato € > 0siarg t.c. Y(x,y) € R?|(x,y)| > ro = 1 —€ < f(x,y) < 1 +e€. Poiché f(x,y) ¢
continua, allora l'integrale di f su B(0, ro) e limitato (essendo f dotata di massimo e minimo sulla chiusura di B(0,r)). Quindi
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Poiché € e arbitrario, seque la conclusione. 1l viceversa é falso, esibiamo un controesempio:
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In pratica, la funzione vale sempre 2 sul semipiano delle x positive e varia linearmente da 0 a 2 su un intervallo delle x che si
stringe sempre piit al crescere in modulo di y e vale 0 altrove. In tal modo, fuori da una circonferenza abbastanza grande, la
funzione vale 2 su un semipiano e 0 sull’altro semipiano salvo un’area arbitrariamente piccola. Notiamo che in tal caso non
esiste limy(y, )0 f (X, ¥), come ci si sarebbe dovuti aspettare: se infatti il limite fosse esistito e valesse c allora necessariamente,
per quanto detto nella prima parte, la media integrale avrebbe avuto come limite c e non 1.

GEOMETRIA

Esercizio 5. i. Il polinomio p(X) si fattorizza in (X + 1)(X? + 1). L'ideale generato da p(X), quindi, non & primo perché il
prodotto di X + 1 e X2 + X & conenuto in (p(X)), ma l'ideale non contiene nessuno dei due fattori. Quindi 21
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dominio di integrita.

ii. Per semplicita di notazione poniamo t = X + (p(X)) e scriviamo gli elementi di A come {at> + bt + cla, b, c € Z,}. Poiché il
prodotto tra elementi di A e commutativo, basta calcolare solo meta tabella. Inoltre sappiamo che (t+1)- (£ +t) = 0+ (p(X)),
dacui(t+ 1D +t+ D)=t +DE+ D)+t +Dt = +t)e (> + (> +1) = t(t + 1)(t> + 1) = t0 = 0. Per calcolare il
prodotto tra due polinomi di secondo grado, bisogna considerare che 2> = t* = t(P) = (> +t+ 1) = + 2 +t = 1.
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Esercizio 6. i) Mettiamo in riga i vettori e osserviamo che la matrice che si ottiene cancellando la prima colonna ha
determinante 4 # 0. Infatti, la matrice e triangolare superiore, quindi basta fare il prodotto degli elementi sulla diagonale
per avere il determinante (lo stesso si sarebbe ottenuto sviluppando il determinante per riga e calcolando ricorsivamente i
vari minori, che perd sono quasi tutti nulli).
1 2 01
[ 1 01 0]
-1 0 0 2

ii) Non esiste alcun endomorfismo che soddisfi le condizioni assegnate: (2,2,1,1) = f(v1+v2+v3) # f(v1) + f(v2) + f(v3) =
3v1 +v3 = (2, 6,0, 5).



Esercizio 7. a) Siano A = (a;j)1<i<n € B = (bij)1<i<n. tr(A + B) = YL (ai + by) = YL ai + Yimy by = tr(A) + tr(B);

1<j<n 1<j<n

tr(AB) = Yy Yjo aijbji = Xicy X bjiaij = Loy Licy bjimij = tr(BA).
b) Dal primo punto: tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0 # tr(I) = n.
¢) Dal primo punto: tr(ACA™) = tr((AA™1)C) = tr(IC) = tr(C).

Esercizio 8. a) Calcoliamo l'inversa della matrice del sistema Ax = b:
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La soluzione del sistema é x = A~ 'b = |1|.
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La soluzione e x = A~'b = (_11)

¢) In modo del tutto analogo:
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