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Alcuni sistemi fisici nella loro evoluzione verso 'equilibrio restano per tempi
lunghi in una situazione di apparente equilibrio, esibendo in questo modo
quello che in meccanica statistica si chiama ‘comportamento metastabile’.

In questa tesi abbiamo studiato la metastabilita per modelli di spin bidimen-
sionali a basse temperature, ed abbiamo simulato al calcolatore il comporta-
mento di un gas reticolare sotto una dinamica conservativa, la dinamica di
Kawasaky. In particolare abbiamo separato le scale temporali dell’evoluzione,
corrispondenti alle configurazioni tipiche attraverso le quali avviene la tran-
sizione dallo stato metastabile a quello stabile. Questo problema, seppure
sviluppato in maniera rigorosa nella teoria, risulta numericamente non ba-
nale, in relazione al fatto che quantita e rapporti che nel limite di basse tem-
perature f — oo (dove 3 e I'inverso della temperatura) appaiono trascurabili

assumono invece grande rilevanza nella simulazione numerica.



Lo strumento che abbiamo utilizzato per lo studio teorico della metasta-
bilita e 'oggetto del nostro lavoro di simulazione e il modello di Ising, che
andiamo dunque a definire.

Dato un reticolo A C Z?, consideriamo lo spazio delle configurazioni S =

{—1, 1}/A e ad ogni stato o € S associamo I’hamiltoniana di Ising

H(o)=—J » ol(i)o(j) —h) oli) (1)

<ij>en ieA
dove la prima somma e estesa a tutte le coppie di primi vicini in A; J &
un parametro che assumiamo positivo che regola l'interazione a coppie di
primi vicini, e h > 0 rappresenta il campo magnetico esterno. Ove non
diversamente specificato assumiamo condizioni al bordo periodiche. Le pro-
prieta all’equilibrio di questo sistema sono descritte dalla misura di Gibbs

grancanonica

e P ~BH ()
po)=—p— , Z=) e : (2)

o€eSs

Utilizzando questo modello vogliamo descrivere la metastabilita di un gas
reticolare attraverso un processo stocastico sullo spazio delle configurazioni;
in particolare definiremo su S una probabilita di transizione P che definisce
una catena di Markov. Per assicurarci che tale catena converga alla dis-
tribuzione stazionaria, e che questa sia la misura definita dalla (2), vogliamo
che siano soddisfatte le seguenti condizioni:

(i) Condizione di bilancio dettagliato :
wo)P(o.0’) = u(o)P(o',0) Vo,0 ;

(ii) Proprieta ergodica :
Vo,00 3t>0:Po,0) >0,

dove indichiamo con P! la probabilita di transizione in ¢ passi.

In questa tesi sono presentati e studiati due semplici algoritmi di singolo spin-
flip: Palgoritmo di Glauber-Metropolis e quello di Kawasaky; la differenza
fondamentale tra i due consiste nel fatto che il primo e non conservativo,
nel senso che la magnetizzazione totale m = .., o(i) non ¢ una quantita

conservata dalla dinamica, mentre il secondo e conservativo. In particolare, in
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un modello di spin sotto la dinamica di Glauber, la legge secondo cui la confi-
gurazione si evolve e la stessa su qualunque sottoinsieme di A: una particella
puo essere creata in un sito indipendentemente dall’intera configurazione,
mentre nella dinamica di Kawasaky, affinché cresca la magnetizzazione in una
scatola, le particelle devono arrivare dall’esterno. Questo comportamento
locale della dinamica non conservativa permette di studiare il sistema nel
limite 8 — oo, in un volume finito, restrizione che semplifica la formulazione
di una teoria rigorosa della metastabilita in questo caso, e che non ¢ invece
applicabile nel caso conservativo.

Per superare questa difficolta abbiamo allora affrontato lo studio di un mo-
dello semplificato, in cui consideriamo un gas sotto la dinamica di Kawasaky
all’interno di un sottoinsieme finito Ay C A e assumiamo di poter descrivere
I'interazione con il resto del volume attraverso una densita al bordo di Ag.
Per descrivere questo modello ‘locale’ utilizziamo le variabili di occupazione
n € {0, 1}‘A|; I’energia che associamo ad ogni configurazione e

H(n)=-U Y n@mly)+2a) o) . (3)

<z,y>€ANg rEAQ

con A € (U,2U), e imponiamo una densita al bordo uguale a e 2.

Chiamiamo bond una coppia di primi vicini; denotiamo con A{ i bond interni

*

al reticolo, e con AZ™, A" rispettivamente i bond al bordo in entrata e in
uscita; indichiamo con 7 la configurazione tale che, se b = (i, j) & un bond

interno, si ha
() =n"() "G =n"G) (k) =n"(k) VEk#ij ,
mentre se il bond ¢ al bordo
(i) =1 sebe A*™
(i) =0 sebe A*™

La dinamica che abbiamo simulato e allora la seguente:

e BIHN") —H ()4

5 se b e Aj
e—BA *in
by B seb c AO
) = L se b e Arowt @
B 0
(L= P(n,n) sen =n
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dove B ¢ il numero totale di bond, somma di quelli interni al reticolo e quelli
sul bordo; per tutte le altre configurazioni P(n,n’) = 0.

Chiamiamo cammino una sequenza di transizioni con probabilita positiva,
e indichiamo con w : * — y un cammino che porta dal punto x al punto y.
Definiamo la sella minima tra x ed y come

H(z,y) = min max H (w;)
WiIT—Y wiEw

Attraverso questa quantita possiamo classificare gli stati di S definendo
dei livelli di stabilita relativi alla sella minima da superare per spostarsi in
configurazioni di energia minore. Uno stato, cioe, e tanto piu stabile quanto
maggiore e I’energia che bisogna fornire al sistema per farlo evolvere verso tali
configurazioni. In questo modo determiniamo quelli che sono i cammini pit
probabili, e individuiamo le tre scale di tempo fondamentali corrispondenti
a questa classificazione: T} = VP < T, = 28 < Ty = 2U5,

Il programma, sviluppato in linguaggio C, simula il modello che abbiamo
descritto mostrando attraverso un output grafico il comportamento dal gas al-
I'interno del reticolo. In particolare abbiamo mostrato che eventi sullo spazio
delle configurazioni relativi a diverse scale temporali sono effettivamente dis-
tinguibili nella simulazione; questo risultato, come abbiamo gia accennato, ¢
numericamente non ovvio. Affinché infatti 77 < T5 < T3 bisogna aumentare
B (e quindi, idealmente, mandare la temperatura a zero), senza pero arrivare
a valori della temperatura troppo bassi che ‘congelano’ la dinamica, renden-
do altamente improbabile ogni tipo di transizione.

Partendo dalle configurazioni di nostro interesse, abbiamo dunque mostrato

che:

- un cluster rettangolare di spin positivi che abbia una riga incompleta
si modifica, nella scala eV’ in maniera tale da portarsi il pitt vi-
cino possibile alla forma quadrata senza l’arrivo di nuove particelle

dall’esterno;

- un cluster rettangolare di spin positivi diventa quadrato prima che la sua

taglia aumenti significativamente, il che avviene nella scala di tempo
AB.
€ )
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- nella stessa scala di tempo, una goccia quadrata, prima di crescere, si
sposta nel reticolo attraverso movimenti di particelle sul suo contorno

(lo spostamento non ¢ rigido);
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- infine nella scala e“””, gocce di dimensioni al di sotto di una certa taglia

critica (calcolata attraverso argomentazioni rigorose) scompaiono;

- gocce di taglia supercritica crescono di volume, tendendo ad ‘invadere’

tutto il reticolo.

Il lavoro e strutturato come segue: il primo capitolo richiama i concetti
basilari di teoria della probabilita e di meccanica statistica che vengono larga-
mente utilizzati in seguito, dedicando uno spazio particolare alle catene di
Markov con le quali abbiamo continuamente lavorato.

Il secondo capitolo e invece dedicato al modello di Ising; dopo una presen-
tazione del modello, viene studiato il caso unidimensionale, nel quale siamo
in grado di calcolare esplicitamente quantita come la funzione di partizione
grancanonica. Un paragrafo esamina poi con un certo dettaglio le transizioni
di fase nel modello di Ising, e, affrontando lo studio da un punto di vista
macroscopico, mostra l'esistenza di transizioni di fase per tale modello. In-
fine e illustrata la soluzione di Onsager per il caso bidimensionale, attraverso
la quale si calcolano esplicitamente le funzioni termodinamiche di interesse
(come D'energia interna, la magnetizzazione, eccetera).

Nel terzo capitolo viene affrontato lo studio della metastabilita in maniera
generale; in un primo momento vengono introdotte le dinamiche di Glauber e
Kawasaky sul modello di Ising, e viene caratterizzata la maniera tipica in cui
tali sistemi si evolvono verso la configurazione stabile determinando il tubo
tipico di traiettorie del processo. Nel seguito viene presentato il problema
dell’uscita da un dominio per catene di Markov piu generali, illustrando la
teoria generale di Freidlin e Wentzell, che costituisce un punto fondamentale
per lo sviluppo della teoria, ma nei casi concreti non fornisce uno strumento
efficiente di calcolo; e studiato poi il caso reversibile, per il quale sappiamo
dare una stima apriori dall’alto della probabilita che la transizione tra due
stati qualunque avvenga prima di un certo tempo. Infine e trattato il caso
non reversibile tramite il processo di rinormalizzazione, che riduce lo spazio

delle configurazioni facilitando lo studio della catena.



Negli ultimi due capitoli presentiamo in dettaglio il modello semplificato e le
idee utilizzate nella simulazione, e, dopo un’introduzione generale dell’utiliz-
zo dei metodi Monte Carlo in meccanica statistica, e riportato il listato del

programma e le simulazioni eseguite.
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