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A partire dagli anni ’90 si é diffuso un nuovo strumento per la valutazione
del rischio finanziario, il concetto di Valore a Rischio, o VaR. Ben presto
questo nuovo mezzo ha monopolizzato la scena, sia nel dibattito sulla ges-
tione del rischio sia nell’operativita quotidiana degli intermediari finanziari.
Il concetto di Value at Risk é basato in maniera fondamentale su strumenti
di calcolo delle probabilita, in quanto é definito come la perdita potenziale di
valore di un portafoglio che puo insorgere, ad un certo livello di probabilita
e in un determinato lasso di tempo, a causa di movimenti avversi nelle vari-
abili finanziarie. In concreto, se 'intervallo di tempo prescelto é un giorno,
il VaR ¢ la massima perdita di valore che ¢ probabile osservare nel 99% dei
casi in una giornata, ma nel restante 1% dei casi, la perdita potrebbe essere
bene maggiore di VaR (euro). Il significato operativo di questa misura é la
quota di capitale che 'intermediario deve tenere a disposizione per far fronte
a queste perdite eventuali per un certo lasso di tempo.

Gli approcci tradizionali per la stima del Var suppongono che la distribuzione
dei rendimenti del portafoglio sia di tipo gaussiano. Ci si € resi conto pero,
che sempre piil spesso tali approcci non risultano adeguati. Statisticamente si
é riscontrato, infatti, che i rendimenti risultano caratterizzati da distribuzioni
particolarmente asimmetriche e dotate di coda spessa. Sono stati elaborati
cosi, nel corso degli ultimi anni, diversi modelli per il calcolo del Value at
Risk. In termini matematici, il VaR, rappresenta un quantile della distribu-
zione probabilistica dei profitti (e delle perdite) di un portafoglio. E’ quindi
necessario, per avere un valore affidabile del VaR, ottenere una buona stima
di tale distribuzione (in particolare delle code). Per fare cio, é utile ricorrere
ai principi della EVT.

La Teoria dei Valori Estremi ¢ attualmente materia di grande interesse per
coloro che si occupano di gestione quantitativa del rischio in ambito bancar-
io, finanziario ed assicurativo. Compito fondamentale di chi si occupa della
gestione del rischio é infatti I'implementazione di modelli che permettano la
corretta misurazione dell'impatto di eventi rari e catastrofici. L’ EVT offre,

quindi, un valido supporto tecnico all’attivita degli operatori finanziari che



curano profili di rischio nei mercati, avendo come fine ultimo la modelliz-
zazione di eventi che si presentano con una probabilita molto piccola, ma che
possono generare disastrose conseguenze. Per questo il linguaggio usato per
descrivere tali eventi € quello della probabilita ed in questo campo la parola
estremo é sempre relazionata con le code della distribuzione del rischio. Tale

teoria € ancora in fase di sviluppo, in particolare nel caso multivariato.

In questa tesi abbiamo sviluppato una stima del Valore a Rischio di vari
portafogli, costruiti da singoli titoli, attraverso 1'uso della Fxtreme Value
Theory (EVT). In particolare sono stati considerati titoli per i quali é sta-
to possibile reperire una serie storica sufficientemente ampia dei valori dei
rendimenti. Implemetando funzioni basate sulla statistica dei valori estremi,
tramite il software R, si € riscontrato, anche con il supporto di procedure
d’analisi grafiche, che la stima del VaR dipende crucialmente dalla coda del-
la distribuzione dei rendimenti e dal numero di osservazioni su cui é stata
effettuata tale stima. In conclusione I’ approssimazione con tale approccio

risulta piu realistica e precisa in entrambe i metodi proposti.

Nel primo capitolo ¢ stata studiata la Teoria dei Valori Estremi in maniera
approfondita (ref[EKM97|,|Res87|,|Gal87|, |Gal87], [Pet95]).

Date X1, X5, ..., X, variabili aleatorie indipendenti identicamente distribuite
(iid) con funzione di distribuzione continua F'(z). Definiamo il massimo di

un campione aleatorio di rango n > 1 come:
M, = X, M, = max(Xy,..X,), n>2.
La funzione di distribuzione di M,, é:
P(M,<z)=PX; <z,..,X,<z)=PX; <2)..PX,<z)=F"(x)

. a.s.
Si ha che M,, = xp, per n — 0o, dove zp =sup{x € R: F(z) < 1}.
Cio non fornisce informazioni rilevanti, che invece possiamo ricavare dallo

studio sulla convergenza debole del massimo normalizzato e centrato. Il



problema ¢ determinare se esiste una distribuzione asintotica del massimo,
cioé se esistono successioni di costanti a,, e b, > 0 t.c. (M, — a,) /b, ha una

qualche distribuzione limite o, equivalentemente, t.c.
Mn - Un
P (b—a < x) =P(M, < a, +byz) = F"(a, + b,x) 4, H(x)

per qualche funzione di distribuzione H.

Il problema ¢ strettamente legato alle distribuzioni max-stabili. Tali dis-
tribuzioni soddisfano per X, X, ..., X,, v.a. iid, appropriate costanti b, > 0,
a, € ReVn>2laseguente identita:

max(Xy, ..., X,) 4 b,X +a,

Una volta provato che la classe delle distribuzioni max-stabili coincide con la
classe di tutte le possibili leggi limite (non degeneri) per il massimo di v.a.

iid, abbiamo dimostrato il Teorema di Fisher-Tippett:

- Sia (X,) una successione di v.a. iid. Se esistono delle costanti di
normalizzazione b, > 0, a, € R e qualche funzione di distribuzione

non degenere H tale che

b1 (M, — a,) —% H,

n

allora H appartiene ad una delle sequenti famiglie di f.d.d:

0, <0
Fréchet : o, (x) = a> 0.
exp{—27“}, >0
(=) 7 <0
Weibull : v (@) = 4 Pl ws a> 0.
1, x>0
Gumbel : A(z) = exp{—e "}, z e R.

Al fine di dimostrare questo teorema sono stati necessari altri risultati.

(Proposizione 1.1.1, Corollario 1.1.2, Teorema 1.1.3)



Le f.d.d. ®,, ¥, e A sono dette distribuzioni standard di valori estremi, e le
corrispondenti v.a. sono dette variabili aleatorie estreme standard.

In particolare, i tre casi del Teorema di Fisher-Tippett corrispondono a:

Fréchet: M, L pllax
Weibull: M, £ n-YVex
Gumbel: M, Lx +Inn

Non avendo informazioni su quale sia la famiglia a cui M,, converge, é stato
necessario introdurre la definizione di massimo dominio di attrazione di una

distribuzione.

- Diciamo che f.d.d. F appartiene al massimo dominio di attrazione
della distribuzione ai valori estremi H (F € MDA(H)) se esistono
delle costanti b, >0 e a,, € R t.c. vale

bl (M, — ay) —H.

n

Per caratterizzare il massimo dominio di attrazione delle f.d.d. ai valori

estremi, abbiamo utilizzato le proprieta delle funzioni a variazione regolare:
- Sia F =1~ F la coda della f.d.d. F(x), diremo che F ¢ a variazione

regolare (regularly varying) con indice —c, e scriveremo FeR_,, se

lim — =t t>0.

I risultati di caratterizzazione sono stati fondamentali per lo studio della coda

della distribuzione delle osservazioni.
- Fe MDA(®,) <= F(z) € R,
- Fe MDA(V,) <= 1p <oo, F(rp—11)€ R_,

- F € MDA(A) <= 3 qualche z < xp tale che F abbia la sequente

rappresentazione:

F(az):b(x)exp{—/j%dt}, 2 <z <xp,



dove b(x) e g(x) sono funzioni misurabili t.c. b(z) — b e g(x) — 1
per x — xp, mentre a(x) & una funzione positiva assolutamente conti-
nua (rispetto alla misura di Lebesgque) con densita o' (x) e con

limg,, a'(x) = 0.

Abbiamo concluso questo primo capitolo con lo studio della distribuzione di
Pareto generalizzata (GPD), in quanto, oltre allo studio del massimo abbiamo
voluto approfondire il comportamento delle osservazioni “large” che eccedono
una data soglia.

Una volta definita la funzione di distribuzione degli eccessi F,(y) della v.a.

X oltre una data soglia u nel modo seguente
F,lyy=PX—-u<y|X >u)

abbiamo sfruttato il Teorema di Balkema e de Haan (1974) e Pickands (1975)
che mostra, per grandi u, che la funzione di distribuzione degli eccessi puo

essere approssimata dalla (GPD) G¢ 3, ovvero
Fy (y)%Gﬁ,ﬁa U — 00,

Dove, in generale, la GPD é definita nel modo seguente:

NV
1—(1+§I V) , se £ £ 0,

Gepo (T) = 5
1— e @/8 se £ =0,
con
v, 0], se £ >0,
xr e
[V7V_ﬁ/§]7 Se£<0a

e dove £ é il parametro di forma, 3 é il parametro di scala e v é quello di

locazione.

Nel secondo capitolo abbiamo studiato in un primo momento, alcuni metodi
per la stima dei parametri della coda F. L’attenzione si é concentrata su
funzioni di distribuzione appartenenti al massimo dominio di attrazione del-
la Fréchet, quindi f.d.d. tali che F(x) = 2~%c(x). Attraverso il metodo di



massima verosimiglianza abbiamo trovato lo Stimatore di Hill, le stime della
coda e del p-quantile della f.d.d. F (ref[Hil75], [DAHR00]):

-1
- & = (% > X, —n X,m)

= k O\ Gk
CF(r) =
(2) n(X)

. n —1/a;;)
- Ty = <E (1 - p)) Xk,n-

Similmente, sempre tramite verosimiglianza, abbiamo poi trovato, lo stima-

tore del p-quantile di una Pareto generalizzata, calcolando, questa volta nu-
mericamente, le stime dei parametri £ e § (ref[Col01], [EKM97]).

Nel terzo capitolo é stata data una definizione di Valore a Rischio, presen-

tando nel primo paragrafo il metodo di calcolo tradizionale Delta-Normal
(ref[Hul02]).

- Il Valore a Rischio V* > 0 ad un certo livello di confidenza p € (0,1)
(spesso p =~ 0.99) nell’intervallo di tempo (0,t) é per definizione la

soluzione dell’equazione:

P(AV < —V*)=1—p.

Dove AV ¢ la variazione del nostro portafoglio &?. Assumendo che
AV ~ N(0,V#o?t) otteniamo 'approssimazione del VaR attraverso il quan-

tile z, di una gaussiana standard.
VaR, = szOU\/E.

Nelle sezioni successive abbiamo applicato la EVT al calcolo del VaR, sfrut-
tando le stime delle code nel caso di Hill e nel modello GPD ottenendo
rispettivamente:

~(H)
n Ykn

VaR,a — [(g“—p))l/ " Xin | V. (1)




VaRp;gB = Vb (2)

u+§:<(]\% (1—p))§—1>

I punti cruciali per tali stime, in entrambe i modelli, sono stati:

1. non considerare brutalmente tutti i dati disponibili, ma solo i rendi-
menti negativi in valore assoluto, in quanto l'interesse del VaR cade
solo sulla coda sinistra della distribuzione. In questo modo si é ovviato

al problema dell’asimmetria della f.d.d. dei rendimenti.

2. tagliare ulteriormente il dataset considerandone solo le eccedenze.

Nel quarto capitolo sono stati affrontati dei metodi di analisi grafica sui dati:
QQ-plot e ME-plot (ref|[Cha77][EKM97]). Analisi per noi fondamentali, in
quanto non sempre i dati presentano valori estremi e code pesanti. Cosa

invece necessaria, per 1'utilizzo della EVT.

Nel quinto ed ultimo capitolo abbiamo applicato i due modelli di VaR (Hill
e GPD) ad un portafoglio costituito da 100 azioni BMW!, con periodo di
riferimento 2 gennaio 1973, 23 luglio 1996.

BMW - prezzi
600 80
\ \

40
|

0
|

T T T T T
1975 1980 1985 1990 1995

Anno

Figura 1: Chiusure giornaliere in euro del titolo BMW dal 2-01-1973 al 23-07-1996.

Dopo un’analisi approfondita dei dati in nostro possesso abbiamo riscontrato

la presenza di code piu pesanti di una normale e di valori estremi.

T dati sono stati forniti dalla Bloomberg 1.t. di Londra.
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Figura 2: Analisi completa dei rendimenti giornalieri del titolo BMW dal 2-01-
1978 al 23-07-1996, ordinati come segque: a destra i rendimenti positivi, a sinistra
quelli negativi (in valore assoluto). Al centro i QQ-plot “contro” una normale. In
basso 1 ME-plot.



Attraverso il software R é stata implementata una funzione che si basa
sullo stimatore di Hill, restituendo in output i valori stimati dell’indice di
coda & = 1/a, della costante C' e del p-quantile. Ricordiamo che in questo
modello abbiamo assunto che la f.d.d. dei rendimenti appartenga al massimo

@ per x > u. La

dominio di una Fréchet, ovvero che la coda sia F/(r) = Cz~
funzione é stata chiamata hillestimator e riceve in input i log-rendimenti
su cui effettuare le stime, la soglia u rispetto alla quale tagliamo i nostri dati,
e la probabilita p per il calcolo del quantile. Per una buona scelta della soglia
é stata utilizzata una funzione di R, che ha poi trovato verifica grafica nel
ME-plot dei dati. Dal punto di vista grafico, infatti, la scelta di u cade nel
valore in cui la funzione degli eccessi attesi inizia a crescere, pur lasciando

un numero di eccedenze non troppo elevato. Controllando il grafico di destra

della Figura 2 scegliamo come soglia il valore 0.038.

Il comando hillestimator (datibmw, 0.038, 0.99) ci ha restituito ’out-
put:

$soglia

[1] 0.038
$cost

[1] 3.288705e-07
$eccedenze

(1] 77

$xi

[1] 0.2880412
$alpha

[1] 3.471726
$quantile

[1] 0.05113502

Come vediamo in Figura 3, 'andamento del grafico dell’Hill-plot delle stime
del quantile xgg9 per k € (60,110) mantiene un andamento stabile intorno
al valore 0.051.
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Figura 3: Hill-plot del parametro & e del quantile Tog9. Nel grafico in basso

abbiamo evidenziato la regione in cui il valore ¢ abbastanza stabile.
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Supponendo ad esempio di avere un portafoglio costituito da 100 titoli BMW
e di aver acquistato in data 2 gennaio 1973 ogni singolo titolo per il valore
So = 105 euro, avremo un valore nominale al tempo ¢ = 0 pari a V; =
105 * 100 = 10500 euro. Una volta eseguite tutte le stime, applichiamo la

formula del VaR trovata nel modello Hill (vedi equazione (1)),

VaR.99:5 = (0.0511 % 10500) euro
VaRg.99.a = 536.6 euro

Abbiamo calcolato il Valore a Rischio anche con il modello GPD, assumen-
do che la coda della distribuzione dei rendimenti si approssimi dopo una
certa soglia u con una Pareto generalizzata di parametri 5 e B, ovvero gli
stimatori di massima verosimiglianza di £ e 3. Le stime sono state ottenute
tramite una funzione implementata con il software statistico R, che, come
nella hillestimator prende in input i dati e la soglia u. In questo caso,
in output vengono restituite le stime, il numero di eccedenze, e gli errori di
stima.

Per poter confrontare i due modelli ¢ stata scelta la stessa soglia u = 0.038,

ottenendo con il comando gpd.fit (datibmw, 0.038):

$soglia

(1] 0.038

$n.eccedenze

(11 77

$conv

(11 0

$nllh

[1] -247.7029
$stima.parametri.xi.beta
[1] 0.25442025 0.01143701
$rate

(1] 0.02780787

$se

[1] 0.002102576 0.151523638
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I valori cosi calcolati sono stati inseriti in un’ultima funzione capace di sti-
mare il p-quantile della nostra GPD (“quant.gpd (u,xi,beta,n,Nu,p)’’).
Scelto p = 0.99 abbiamo dunque ottenuto

L/C\Olgg - 00514

e quindi, sfruttando l'equazione (2)
vaRo.gg;E,B = 0.0514 % 10500 = 539.3 euro.

Come ultima considerazione abbiamo infine proposto, una tabella comparati-
va, allo scopo di valutare la coerenza dei risultati delle stime ottenute tramite

i modelli Hill e GPD, ma anche per farne risaltare le evidenti distanze dal

modello Delta-Normal.

p=0999 | p=0.99 | p=097 | p=0.95
VaRgm | 10422 | 536.6 | 391.3 | 337.7
VaRerp | 10269 | 539.3 | 389.9 | 3335
VaRyorm | 478.8 360.4 | 291.4 | 254.8
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