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In questa tesi di laurea ci siamo occupati della risposta di Beauville alla

domanda di Szpiro: ‘Sia f : S → P1
C una famiglia di curve semistabili non

isotriviale. Qual è, allora, il numero minimo di fibre singolari di f?’ La do-

manda era naturale al tempo, poiché già si sapeva che ogni famiglia di curve

a moduli variabili (i.e. le cui fibre lisce non sono tutte isomorfe) di genere

g ≥ 1 su P1 ammette almeno tre fibre singolari ed erano conosciuti esempi di

fibrazioni con esattamente tre fibre singolari per ogni genere g ≥ 1 (cfr. tesi,

cap. 3, par. 8).

Nel primo capitolo abbiamo trattato preliminarmente la Jacobiana di una

curva e la sua polarizzazione principale, data dalla classe del divisore Θ, per

poi evidenziarne alcune proprietà. In effetti la Jacobiana principalmente

polarizzata della curva racchiude in sé tutte le informazioni necessarie per

ricostruire la curva stessa. È questo il contenuto del famoso teorema di

Torelli:

Teorema 1.5.7 (Teorema di Torelli). Siano C e C ′ curve lisce. Siano

(J(C), [Θ]) e (J(C ′), [Θ′]) le corrispondenti Jacobiane principalmente pola-

rizzate. Se (J(C), [Θ]) ∼= (J(C ′), [Θ′]), allora C ∼= C ′.

La dimostrazione di tale teorema si basa principalmente su due risultati:

la formula di Poincaré e il teorema della singolarità di Riemann.

Dalla formula di Poincaré segue che Wg−1 = u(Cg−1), ovvero l’immagine

dei divisori effettivi di grado g−1 nella Jacobiana di C, J(C), tramite la map-

pa di Abel u, è un rappresentante della polarizzazione principale. In effetti

Wg−1(C) si rivela essere un oggetto maneggevole, di cui è possibile studiare

più facilmente la struttura locale. Il teorema della singolarità di Riemann for-

nisce, appunto, una caratterizzazione dei punti singolari di Wg−1(C). L’idea

principale è quella di rivedere lo spazio tangente proiettivizzato di J(C) in

un punto come lo spazio ambiente del morfismo canonico: Wg−1(C) è liscia

in D se e soltanto se dim|D| = 0, e lo spazio tangente a Wg−1(C) nei punti
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lisci è quello generato dall’immagine di D tramite il morfismo canonico in

Pg−1.

Quest’ultimo risultato dà un’idea di come si comporta la mappa di Gauss

(Wg−1(C))reg → (Pg−1)∗, dove (Wg−1(C))reg sta ad indicare il luogo liscio di

Wg−1(C). La dimostrazione del teorema di Torelli è appunto basata sullo

studio del luogo di diramazione di tale mappa. Nel caso non iperellittico,

un divisore D, di grado g − 1, effettivo e tale che dim |D| = 0, è un punto

di ramificazione per la mappa di Gauss se e soltanto se D non è ridotto,

ovvero se l’immagine di D tramite la mappa canonica genera un iperpiano

tangente alla curva canonica. In effetti il fulcro della dimostrazione del teore-

ma di Torelli consiste nel mostrare che la chiusura del luogo di diramazione

della mappa di Gauss è C∗, ovvero l’insieme degli iperpiani tangenti alla

curva, e da questo segue la tesi. Nel caso iperellittico la dimostrazione è

analoga, con l’accortezza di notare che il luogo di diramazione è dato non

solo dagli iperpiani tangenti, ma anche dagli iperpiani passanti per i punti

di diramazione della g1
2, attraverso la quale si fattorizza il morfismo canonico.

Il teorema di Torelli si rivela essenziale per la dimostrazione del teorema

di Beauville, oggetto principale di questa tesi e a cui è dedicato il secondo

capitolo:

Teorema 2.4.3 (Beauville, 1981). Sia f : X → P1 una fibrazione semista-

bile non isotriviale. Si ha che:

1. f ha almeno quattro fibre singolari.

2. Se f ha esattamente quattro fibre singolari allora:

(a) X è algebricamente semplicemente connessa;

(b) h2(X,OX) = 0;

(c) le componenti irriducibili delle fibre singolari sono curve razionali

(eventualmente singolari);

(d) le classi delle componenti irriducibili delle fibre singolari generano

un iperpiano nello spazio vettoriale Q⊗ Pic(X).

2



Diamo brevemente una traccia della dimostrazione.

Nella prima parte abbiamo assunto che le fibre singolari siano al più

quattro e abbiamo fissato un insieme di quattro fibre {C1, C2, C3, C4}, tale

che le eventuali fibre singolari siano contenute in esso. Abbiamo dimostrato

poi, sotto queste ipotesi, che h2(X,OX) = 0, che le classi delle componenti

irriducibili delle fibre singolari generano un iperpiano in NS(X)⊗Q, infine

che h1(Cν
i ,OCi

) = q, per ogni i, dove Cν
i è la normalizzazione di Ci, e q è

l’irregolarità di X. Da quest’ultimo risultato su h1(Cν ,OC), se si suppone

che le fibre singolari siano strettamente minori di quattro, segue che le fibre

singolari sono di tipo compatto e quindi che il Pic0
f è una famiglia di varietà

abeliane principalmente polarizzate che induce un morfismo da P1 ad Ag, lo

spazio di moduli grezzo delle varietà abeliane principalmente polarizzate. È

ben noto che tale mappa deve essere necessariamente costante. Per il teorema

di Torelli quindi, tutte le fibre lisce sono isomorfe e dalla semistabilità segue

che tutte le fibre sono isomorfe. Qui si conclude la dimostrazione del primo

punto del teorema.

Nell’ultima parte del capitolo sono stati dimostrati i punti 2.a, 2.c, 2.d.

Il passo fondamentale è mostrare che q = h1(X,OX) = 0. Si procede per

assurdo.

Il caso q ≥ 2 si esclude facilmente: se cos̀ı fosse, infatti, la superficie

sarebbe rigata (poiché pg = 0). Inoltre, dato che h1(Cν
i ,OCν

i
) = q, applicando

il lemma di rigidità, si otterrebbe che le fibre singolari di f sono unione di

una sezione del morfismo che definisce la rigatura p : X → B e di alcune

curve che vengono invece contratte. Da questo seguirebbe che tutte le fibre

lisce di f sono sezioni di p e quindi tutte isomorfe, il che è un assurdo.

Escludere il caso q = 1 richiede un po’ più di lavoro: sfruttando la mappa

di Albanese si costruisce un rivestimento non ramificato di X, che si rivela

essere ancora una fibrazione semistabile, con lo stesso numero di fibre singo-

lari della fibrazione di partenza. Infine, con un conto sulla caratteristica di

Eulero del fascio strutturale, si arriva ad una contraddizione.

Da q = 0 seguono i punti 2.c e 2.d, mentre il punto 2.a si ottiene per

assurdo, calcolando nuovamente la caratteristica di Eulero dell’eventuale ri-

vestimento non ramificato.
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L’ultimo capitolo della tesi è dedicato alla costruzione di alcuni esempi

di fibrazioni semistabili con:

a. quattro fibre singolari di genere 1 (A. Beauville, 1981);

b. sei fibre singolari per ogni genere g ≥ 1 (A. Beauville, 1981);

c. cinque fibre singolari di genere 3 (A. Beauville, 1981);

d. cinque fibre singolari di genere 2 (S. L. Tan, 1995);

e. sei fibre singolari di genere 3 (S. L. Tan, Y. Tu, A. G. Zamora, 2005).

Mentre il primo esempio è semplicemente un sistema lineare 1-dimensionale

di curve di genere 1 in P2, scoppiato nei suoi punti base, gli altri hanno una

costruzione più complessa. La fibrazione, negli esempi successivi, si ottiene

desingolarizzando un rivestimento doppio π : P1 × C → P1 ramificato lungo

un divisore effetivo D tale che D ∼ 2D′, per qualche D′ ∈ Div(X). Affinché

la fibrazione ottenuta sia semistabile, si dovrà avere l’accortezza di richiedere

che π|D, la proiezione su P1 ristretta al divisore, abbia punti con indice di

ramificazione al più 2. In questo caso D|F , dove F è una fibra di π, ha al più

punti doppi e quindi il suo rivestimento è al più nodale. Il numero di fibre

singolari è dato, quindi, dal numero di punti di diramazione di π|D mentre il

genere delle fibre si ottiene dalla formula di Riemann-Hurwitz, tenendo conto

che il numero di punti di ramificazione per una fibra generica è dato da D ·F .

Nell’ultimo paragrafo del capitolo, infine, abbiamo presentato un esempio

di fibrazione a moduli variabili, non semistabile e con tre fibre singolari.
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