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Trattamento numeri
o dei modelli LS e LSW perdes
rivere fenomeni di pre
ipitazione da soluzionisoprassature.SintesiL'argomento di questa tesi 
onsiste nella des
rizione ed appli
azione di una te
ni
aadatta al trattamento numeri
o di un modello per il fenomeno di pre
ipitazione diparti
elle da soluzioni 
himi
he soprassature, noto 
ome modello di Lifshitz-Slyozov(LS) e di una sua variante nota 
ome modello di Lifshitz-Slyozov-Wagner (LSW), 
heprendono il nome degli studiosi 
he nel 1961 presentarono due sistemi di equazioniper des
rivere la 
res
ita delle parti
elle in tali soluzioni per e�etti di trasporto dimassa attraverso i loro bordi ([14℄, [21℄). In parti
olare, tale argomento si inseris
enell'ambito degli studi sulle soluzioni 
himi
he polifasi
he, in 
ui si manifesta ilfenomeno della maturazione di Ostwald.Prima di introdurre le equazioni 
he de�nis
ono i modelli, è utile ri
ordare 
hein Chimi
a generalmente si de�nis
e soluzione un sistema in 
ui si identi�
a 
on ilnome di soluto la sostanza presente in quantità minore e 
on solvente la sostanza inquantità maggiore, e 
he per soluzione soprassatura (o soprasatura) si intende unasoluzione 
he 
ontiene una quantità di soluto maggiore di quella 
he il solvente sianormalmente in grado di s
iogliere ad una data temperatura. Tali soluzioni dunque
ostituis
ono dei sistemi instabili 
he a seguito di perturbazioni me

ani
he (qualiad esempio s
uotimento, agitazione, aggiunta di 
orpi estranei) eliminano l'e

essodi soluto trasformandosi in soluzioni sature, 
ioè nel tipo di soluzioni 
he 
ontengonola massima quantità di soluto 
he il solvente è in grado di s
iogliere.In parti
olare, nel 
aso in esame vengono 
onsiderate delle soluzioni soprassaturesolide, in 
ui il soluto in e

esso si separa dal solvente per pre
ipitazione sotto formadi 
ristalli o in generale di parti
elle. Il fenomeno della maturazione di Ostwald siinquadra appunto nel 
ontesto di soluzioni soprassature di quest'ultimo tipo, in 
uie�etti di�usivi (sulla massa di soluto in e

esso) portano alla formazione di granulidi una nuova fase di 
ui il suddetto pro
esso in�uenza la 
res
ita.1



In generale, in un primo stadio �uttuazioni della 
on
entrazione del soluto pro-du
ono dei nuovi nu
lei ed in un se
ondo, man mano 
he diminuis
e il grado disoprassaturazione della soluzione e gli e�etti di di�usione della massa si ridu
onotanto da poter essere tras
urati, si veri�
a il pro
esso di maturazione 
he determinala formazione di parti
elle grandi per in
orporamento di quelle pi

ole.Venendo al problema in esame, l'equazione LS (v. (1)), è stata introdotta proprio
on lo s
opo di des
rivere gli ultimi stadi della nuova fase in 
ui si va a trovare lasoluzione, quando an
ora esiste un numero non tras
urabile di elementi pre
ipitantiaventi dimensione superiore a quella 
riti
a, ovvero a quell'uni
o valore di volumedegli agglomerati di granuli in 
orrispondenza del quale il loro tasso di 
res
ita
ambia segno.L'evoluzione delle parti
elle sviluppatesi nel primo stadio, detto della nu
leazio-ne, è des
ritta dalla densità f(t, x), 
he rappresenta i gruppi di granuli aventi volume
x ≥ 0 al tempo t. Negli ultimi stadi inve
e non si possono formare nuove parti
elle eil pro
esso 
he determina la 
res
ita di quelle già esistenti è il trasporto della massaattraverso i loro bordi. Ha luogo infatti un me

anismo di rimozione o addizione aigruppi di granuli già esistenti di parti
elle libere (
hiamate monomeri) 
he hannodimensioni molto più pi

ole rispetto alle altre 
on 
ui entrano in 
ontatto.Più pre
isamente, ed è questa l'essenza del fenomeno della maturazione di Ost-wald, le parti
elle della nuova fase 
he sono più grandi della dimensione 
riti
a
res
ono a spese di quelle più pi

ole 
he inve
e s
ompaiono nella soluzione. Nelseguito, la 
on
entrazione dei monomeri al tempo t sarà indi
ata 
on c(t) e si par-lerà di parti
elle o gruppi di granuli per indi
are gli agglomerati a 
ui si vanno adaggiungere o da 
ui si separano i monomeri.A questo punto introdu
iamo il modello di Lifshitz-Slyozov, studiato nella pre-sente trattazione, in 
ui si è supposta l'assenza di urti tra parti
elle. Il sistema LS è
ostituito dalle equazioni
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∂tf + ∂x([k(x)c(t) − q(x)]f) = 0, in R
+ × R

+,

c(t) +
∫ ∞

0
xf(t, x)dx = ρ > 0,

f |t=0 = f0(x) ≥ 0 per x ∈ R
+, c|t=0 = c0 > 0,

(1)
dove la prima è un'equazione 
ineti
a per la densità f(t, x) delle parti
elle di solutopre
ipitate dal solvente e rappresenta una legge di 
onservazione, mentre la se
ondaesprime la 
onservazione della massa totale della popolazione di parti
elle e deisingoli monomeri, 
on ρ una 
ostante assegnata.A queste due equazioni vengono poi asso
iate le 
ondizioni iniziali per la 
on
en-trazione dei monomeri (c0) e la densità (f0), a 
ui si ri
hiede di avere i momenti diordine zero e uno limitati, e in parti
olare di essere tale 
he ∫ +∞

0
xf0(x)dx ≤ ρ. Laquantità

F (t, x) := k(x)c(t) − q(x)si interpreta 
ome il tasso di 
res
ita al tempo t delle parti
elle di dimensione x(o equivalentemente 
ome la velo
ità del �usso della massa attraverso i loro bordi),e k(x) ≥ 0, q(x) ≥ 0 sono dunque i tassi a 
ui i monomeri vi si aggiungono o visi allontanano. Si osservi 
he ad ogni istante t esiste un'uni
a dimensione 
riti
a,
xc(t), 
he separa il dominio delle dimensioni in base al segno di F (t, x), ovvero unadimensione per 
ui

F (t, x) < 0 per 0 ≤ x < xc(t),

F (t, x) > 0 per x > xc(t),e questa risulta fondamentale per stabilire se una parti
ella è destinata a 
res
ereo a s
omparire. Infatti, l'evoluzione delle parti
elle di dimensione x è determinatadal rapporto tra la 
on
entrazione di monomeri c(t) intorno ad esse ed una 
on-
entrazione di equilibrio, ce(x), dei monomeri sulla loro super�
ie, 
he è funzionede
res
ente della dimensione. Per c(t) > ce(x) i monomeri sono 
atturati dalla par-ti
ella mentre se c(t) < ce(x) è la parti
ella a perdere monomeri: di 
onseguenza, le3



parti
elle 
on dimensione minore di quella 
riti
a si restringono (F (t, x) < 0) e leparti
elle 
on dimensione maggiore di xc(t) 
res
ono (F (t, x) > 0).Un dis
orso analogo può essere fatto an
he per il modello LSW, presentato perla prima volta nel 1961 in [21℄ 
ome variante del sistema (1). Ciò 
he distinguequest'ultimo modello dal modello LS è la diversa relazione per la 
onservazionedella massa, 
he in questo 
aso è espressa tramite un vin
olo sul momento primodella f . Più pre
isamente, in questo modello la massa dei monomeri presenti nellasoluzione viene 
onsiderata 
osì pi

ola da poter tras
urare la loro 
on
entrazione,
c(t), nella legge di 
onservazione della massa totale del sistema, e per
iò la se
ondaequazione di (1) si ridu
e a

∫ ∞

0

xf(t, x)dx = ρ, (2)mentre l'equazione di evoluzione 
ontinua ad essere la stessa del sistema (1). Intal modo, sotto le ulteriori ipotesi di una densità f tale 
he [xk(x)f(t, x)]∞0 = 0e [xq(x)f(t, x)]∞0 = 0, integrando l'equazione 
ineti
a del sistema LS dopo avermoltipli
ato membro a membro per x e tenendo 
onto dell'attuale relazione di
onservazione della massa (2), si ri
ava una nuova 
ondizione per c(t),
c(t) =

∫ ∞

0
q(x)f(t, x)dx

∫ ∞

0
k(x)f(t, x)dx

.Il modello LSW 
onsiste quindi nel sistema
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∂tf + ∂x([k(x)c(t) − q(x)]f) = 0 in R
+ × R

+,

c(t) =
∫ ∞

0
q(x)f(t, x) dx

(

∫ ∞

0
k(x)f(t, x) dx

)−1

,

f |t=0 = f0 ≥ 0 in R
+, c|t=0 = c0 > 0.

(3)
Per quanto riguarda la forma pre
isa dei 
oe�
ienti k e q, in generale esistonovarie possibilità a se
onda del sopra 
itato me

anismo di trasferimento della massama, supponendo 
on Lifshitz e Slyozov 
he questo avvenga a seguito della di�usionedel soluto nel solvente, assumeremo 
he la loro forma sia data da

k(x) = x1/3 , q(x) ≡ 1 (4)4



e dunque in questo 
aso la dimensione 
riti
a per 
ui F (t, x) = 0 sarà xc(t) = c−3(t)([1℄).A questo punto è opportuno riportare le 
ongetture di maggior interesse 
heLifshitz e Slyozov [14℄ hanno formulato su basi �si
he e su 
ui si è posta l'attenzionein questa Tesi. Lifshitz e Slyozov hanno a�ermato 
he:LS1 la 
on
entrazione dei monomeri c(t) de
res
e nel tempo per t → +∞ e pre-
isamente c(t) → 0 seguendo la legge Kt−1/3, dove K > 0 è una 
ostanteuniversale 
he non dipende dallo stato iniziale del sistema;LS2 il numero totale delle parti
elle all'istante t, 
he in base alla de�nizione didensità è espresso dall'integrale
m0(t) :=

∫ ∞

0

f(t, x)dx,si 
omporta se
ondo la legge Ct−1, dove C > 0 è una 
ostante 
he dipende da
K e ρ, la massa totale del sistema;LS3 le parti
elle, 
he possono essere 
onsiderate 
ome delle pi

ole sfere di dimen-sione �nita, hanno raggio medio dato dalla formula

Rm(t) :=
1

m0(t)

∫ ∞

0

x1/3f(t, x)dx,divergente nel tempo 
ome t1/3/K ;LS4 la densità f(t, x) tende ad un pro�lo asintoti
o universale indipendentementedalla forma dei dati iniziali. A partire dall'istante iniziale essa si evolve in unmodo 
he dipende solo da ρ.Dopo questa breve presentazione del problema, veniamo all'organizzazione dellavoro. Per 
iò 
he 
on
erne la struttura della Tesi, l'elaborato è suddiviso in quattro
apitoli. Nel primo 
apitolo si riportano al
une proprietà di base dei sistemi diequazioni e al
uni enun
iati di teoremi sull'esistenza e uni
ità della soluzione (c, f),ma in parti
olare viene posta l'attenzione sul fatto 
he il 
omportamento asintoti
odella densità f(t, x) non è uni
o. 5



Come prima proprietà dei sistemi, è possibile dimostrare 
he la massa totale delleparti
elle al tempo t, 
he 
ome visto è de�nita dalla funzione
m0 : t 7−→

∫ ∞

0

f(t, x) dx,è non 
res
ente nel tempo e per
iò l'e�etto prin
ipale dell'equazione 
ineti
a deimodelli LS e LSW è quello di aumentare l'ampiezza del supporto del dato iniziale.Dato 
he m0(t) de
res
e, 
i si aspetta infatti 
he le parti
elle in soluzione abbianodimensione via via più grande 
ome se la loro massa tendesse ad assumere un valorein�nito. Quanto all'andamento mostrato da m0(t) all'aumentare di t, le simulazioninumeri
he del Capitolo 3 nell'evidenziare il de
res
ere a zero della funzione hanno
onfermato 
he 
on una buona approssimazione si 
omporta se
ondo la legge t−1,
ome formulato nella 
ongettura LS2 (e in a

ordo 
on [3℄, Theorem 2). Per la
on
entrazione dei monomeri c(t) del modello (1), si può fare inve
e il seguenteragionamento per stabilire se sia 
res
ente o de
res
ente. Poi
hé si dimostra 
he laderivata di c rispetto al tempo è data da
dc

dt
= −

∫ ∞

0

F (t, x)f(t, x) dx = −

∫ xc(t)

0

F (t, x)f(t, x) dx −

∫ ∞

xc(t)

F (t, x)f(t, x) dx,ri
ordando 
he la dimensione 
riti
a xc separa il dominio in 
ui F (t, x) è positivada quello in 
ui è negativa, si 
on
lude 
he il primo termine nella somma algebri
adegli integrali è non negativo ed il se
ondo non positivo e per
iò la variazione di c(t)dipende dalla prevalenza dell'uno o dell'altro.Oltre a questo è possibile 
itare an
he altre proprietà di c(t). Ad esempio, a Collet,Goudon e Vasseur è dovuta la dimostrazione di un risultato per 
ui risulta c(t) > 0per ogni t > 0 (Theorem 1, [3℄), ma la proprietà prin
ipale della 
on
entrazione èra

hiusa nel Theorem 2 della stessa referenza: la 
on
entrazione dei monomeri c(t)tende a zero oppure tende a ρ, a se
onda della distribuzione iniziale delle parti
elle.Se f0(x) è a supporto non limitato, risulta 
he per t → +∞ la 
on
entrazione
c(t) → 0, mentre se f0(x) è a supporto 
ompatto, c(t) manifesta l'uno o l'altro
omportamento. In parti
olare, se esiste un δ > 0 tale 
he supp(f0)∩[xc0 +δ,∞) 6= ∅,dove xc0 è la dimensione 
riti
a iniziale, allora c(t) de
ade a zero per t → +∞.In�ne, per un dato iniziale 
on supporto in [0, xc0 ] sono possibili due 
omportamenti6



asintoti
i: c(t) tende a zero o a ρ in modo 
he dipende dalla ripartizione inizialedella massa. Quanto alla 
on
entrazione dei monomeri de�nita nel modello LSW, èvalida an
he in questo 
aso la proprietà per 
ui c(t) > 0 per ogni t > 0 ([15℄ e [16℄).Per quanto riguarda lo studio del pro�lo della densità f(t, x), quando c(t) tendea zero è possibile introdurre il seguente 
ambio di variabili
f(t, x) =

1

(1 + t)2
g
(

ln(1 + t),
x

1 + t

)

, τ = ln(1 + t) , y =
x

1 + t
,per de�nire una famiglia di pro�li asintoti
i dipendenti da un parametro. Sia per ilsistema LS sia per il sistema LSW, questo permette di s
rivere, dopo qual
he 
al
olo,il sistema-limite






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





∂τg + ∂y[uK(y)g] = g

∫ ∞

0
yg(τ, y)dy = ρ,

(5)dove K := limτ→+∞(1 + τ)1/3c(τ) è una 
ostante positiva e uK(y) := UK(y1/3), 
on
UK(z) = Kz − 1 − z3 un polinomio 
he per z ≥ 0 risulta essere tale 
he

UK(z) ≤ 2(K/3)3/2 − 1.Si noti 
he il membro destro della pre
edente disuguaglianza si annulla nel valore
riti
o
Kcrit = 3/22/3 ≈ 1.88988,e 
he la funzione UK(z), e quindi uK(y), si 
omporta in modo diverso a se
onda delvalore di K rispetto a quel valore.Considerando la soluzione stazionaria g ≡ ΨK di (5), 
ioè la soluzione dello stessosistema in 
ui la prima equazione viene sostituita da

∂y(uK(y)ΨK) = ΨK ,e sfruttando le proprietà delle radi
i y0, y+, y− di uK(y) ri
avate in base al valoredella 
ostante K, è quindi possibile dimostrare il seguente risultato riportato in [1℄.
7



Proposizione 1. Per K < Kcrit non esiste una soluzione stazionaria di (5) am-missibile. Per K = Kcrit si ottiene il pro�lo regolare di Lifshitz-Slyozov
Ψcrit(y) =

exp
(

− (2y)1/3

1−(2y)1/3

)

[1 − (2y)1/3]11/3[1 + 1
2
(2y)1/3]7/3

(6)per 0 ≤ y ≤ y0 = 1/2 e 0 altrimenti. Per K > Kcrit in�ne si ha
ΨK(y) = −(y0 y− y+)−1/3 [1 − (y/y0)

1/3]p−1

[1 − (y/y−)1/3]1−q[1 − (y/y+)1/3]1−r
(7)per 0 ≤ y ≤ y0 e 0 altrimenti, 
on gli esponenti p ≥ 0, q, r 
he dipendono da K. Inparti
olare, K e p sono in relazione se
ondo la formula

K =
3(p + 1)

(2p + 3)2/3p1/3
. (8)Dopo qual
he altro passaggio, si veri�
a 
he per tempi grandi

f(t, x) =
1

(1 + t)2
g
(

ln(1 + t),
x

1 + t

)

∼
A

(1 + t)2
ΨK

( x

1 + t

)

,dove A = ρ
(

∫ ∞

0
yΨK(y)dy

)−1, e quindi 
he per la densità nei modelli (1) e (3) èpossibile de�nire una famiglia di pro�li asintoti
i parametrizzata da K.Inoltre, grazie a due teoremi dimostrati in [15℄ e [17℄, si possono e�ettuare leseguenti distinzioni: in 
aso di dati iniziali f0(x) a supporto 
ompatto, il 
om-portamento su tempi lunghi atteso per la funzione densità è dato dalla relazioneasintoti
a
f(t, x) ∼

A

(1 + t)2
ΨK

( x

1 + t

)

. (9)Se inve
e f0 è a supporto non limitato, 
i si aspetta 
he il 
omportamento asintoti
odella densità sia dato dalla
f(t, x) ∼

A

(1 + t)2
Ψcrit

( x

1 + t

)

, (10)ovvero 
he, a meno di un fattore dipendente dal tempo, f sia des
ritta dal pro�loLS regolare.Per quanto detto appare 
hiaro 
he la 
ongettura LS4 è falsa: il pro�lo asintoti
oa 
ui tende la densità f non è universale ma dipende dal valore del parametro8



K. Allo stesso modo an
he le altre 
ongetture risultano valide in relazione al valore
orrispondente di K e non per una data 
ostante universale. Le 
ongetture di Lifshitze Slyozov vengono quindi tutte smentite. In Fig. 1 riportiamo i gra�
i di diversesoluzioni stazionarie di (5), al variare di p, allo s
opo di mostrare i pro�li asintoti
iassunti dalla densità f nelle varie simulazioni e�ettuate.
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Figura 1: Confronto tra i pro�li stazionari ΨK per il 
aso p = 1, p = 2 e per il 
asoregolare p = 1000.Nel se
ondo 
apitolo sono inve
e dis
usse le problemati
he inerenti alla risoluzionenumeri
a dei modelli e viene introdotta la tipologia di s
hemi numeri
i 
he in a

or-do 
on i risultati teori
i ha permesso di `
atturare' il pro�lo asintoti
o delle densità
he 
i si attendeva, non
hé i diversi 
omportamenti delle 
on
entrazioni. Per quantodetto �n qui, si può osservare 
he la s
elta di un metodo adatto a risolvere i duesistemi (1) e (3) deve tener 
onto dei seguenti fatti:1. la ne
essità di avere un dominio 
omputazionale `grande', in quanto uno degli9



e�etti dell'equazione è quello di aumentare la dimensione del supporto dellasoluzione;2. la dipendenza del pro�lo asintoti
o dal 
omportamento dei dati all'estremitàdestra del loro supporto, il 
he impli
a 
he eventuali e�etti regolarizzanti dovutiallo s
hema numeri
o possono modi�
are il pro�lo �nale. Da 
iò quindi segue,per evitare tali e�etti, la ne
essità di s
egliere uno s
hema po
o dissipativo;3. la ne
essità di un metodo 
on ordine di a

uratezza spaziale elevato, in gradodi 
atturare le dis
ontinuità, poi
hé, nel 
aso in 
ui si abbiano densità iniziali
on dis
ontinuità all'estremità destra del supporto, è probabile 
he queste sipropaghino nel tempo;4. la ne
essità di s
egliere uno s
hema 
on ordine elevato an
he nella fase didis
retizzazione temporale, 
he garantis
a la stabilità.In base a queste 
onsiderazioni, per la dis
retizzazione spaziale dei problemi (1) e(3) si è s
elto un metodo ai volumi �niti 
on �usso di Godunov 
he usa uno s
hemaappartenente alla 
lasse di s
hemi 
he si sono �no ad ora rivelati di maggior su

essoper la 
ostruzione di un operatore di approssimazione della derivata di F (t, x)f(t, x)rispetto alla x, ovvero i metodi di ri
ostruzione di tipo WENO (Weighted EssentiallyNon Os
illatory). Tali metodi sono stati appli
ati per la prima volta nella risoluzionenumeri
a dei problemi LS e LSW da Carrillo e Goudon in [1℄. Per la dis
retizzazionetemporale è stato inve
e usato un metodo di tipo Runge-Kutta TVD (Total Varia-tion Diminishing, ovvero a variazione totale de
res
ente) per garantire la ne
essariastabilità.Per pro
edere 
on la des
rizione della te
ni
a di dis
retizzazione spaziale deiproblemi, è stato �ssato 
ome dominio spaziale un intervallo [a, b] (
orrispondenteall'intervallo [0,M ], 
on M grande, e�ettivamente usato nelle simulazioni), 
he èstato partizionato mediante la griglia di punti
a = x 1

2
< x1 < x 3

2
< . . . < xN < xN+ 1

2
= b,dove ogni 
ella Ii := [xi− 1

2
, xi+ 1

2
] ha una lunghezza pari a ∆xi = xi+ 1

2
− xi− 1

2
e ipunti medi di ogni 
ella sono indi
ati 
on xi = 1

2
(xi− 1

2
+ xi+ 1

2
) per i ∈ {1, . . . , N}.10



Nell'ipotesi di griglia uniforme, si è poi posta l'attenzione sull'approssimazionein forma 
onservativa dell'equazione 
ineti
a dei modelli data da
dfi(t)

dt
= −

1

∆x

(

q̂i+ 1
2
(t) − q̂i− 1

2
(t)

)

, (11)dove fi(t) indi
a l'approssimazione del valore f(t, xi) e q̂j(t) := q(fj(t)), per j =

i ± 1
2
, indi
a l'approssimazione del �usso q(f(t, x)) := F (t, x)f(t, x). Tras
urandoin un primo momento la dipendenza del �usso dal tempo questi termini sono statisu

essivamente indi
ati 
on fj e q̂j.Quello 
he si è usato è stato dunque il 
osiddetto metodo delle linee, 
he da unproblema 
ontinuo nel tempo e nello spazio porta a un problema 
ontinuo rispettoalla variabile temporale e dis
reto rispetto a quella spaziale.La pro
edura di ri
ostruzione spaziale di tipo WENO, 
he, a 
ausa della sua 
om-plessità, viene des
ritta 
ompletamente all'interno del 
apitolo, ha dunque permessodi ottenere le approssimazioni da destra e da sinistra, f±

i+ 1
2

e f±

i− 1
2

, della funzione
f(t, x) agli estremi di ogni 
ella, per i = 1, 2, . . . , N , e per l'approssimazione dei �us-si numeri
i in ognuno dei sopra 
itati estremi è bastato s
egliere la funzione �ussomonotòno di Godunov, de�nita da

hG(a, b) :=

{

mina≤f≤b q(f) se a ≤ b

maxb≤f≤a q(f) se a > b,per porre in�ne
q̂i+ 1

2
:= hG(f−

i+ 1
2

, f+
i+ 1

2

) e q̂i− 1
2

= hG(f−

i− 1
2

, f+
i− 1

2

).Oltre alla des
rizione generale dello s
hema di ri
ostruzione implementato, 
heè uno s
hema WENO del quinto ordine, nel 
apitolo si spiega an
he per
hé siastato preferito rispetto ad altri a sten
il �sso 
ome pure agli s
hemi di tipo ENO(Essentially Non Os
illatory) di 
ui i WENO 
ostituis
ono la versione `pesata'. Ilmotivo fondamentale è 
he gli s
hemiWENO, dove la densità è regolare, determinanoun ordine di 
onsistenza maggiore per l'approssimazione di f(t, x) alle estremità diogni 
ella dell'intervallo di risoluzione spaziale, emulando an
he la proprietà degli11



ENO di dare po
a rilevanza alle informazioni portate dalla f dalle zone del dominiodove questa è eventualmente dis
ontinua.Dopo di 
iò, sempre il Capitolo 2 riporta una breve des
rizione del metodo s
eltoper la dis
retizzazione temporale, per risolvere il problema semidis
reto
ft = L[f ], (12)dove L[·] è l'operatore di approssimazione di tipo WENO per −[q(f)x]. Per garantirela stabilità dell'intera pro
edura, si è s
elto un metodo di tipo TVD Runge-Kuttaad m stadi ([8℄ e [18℄), de�nito dalle formule















f (i) =
∑i−1

k=0

(

αi,kf
(k) + ∆tβi,kL(f (k))

)

, i = 1, . . . ,m

f (0) = fn, f (m) = fn+1,

(13)dove fn è l'approssimazione della soluzione al tempo tn = n∆t e f (i) rappresenta lostadio i-esimo della dis
retizzazione. In parti
olare, nel 
aso in esame si è s
elto diappli
are il metodo TVD Runge-Kutta ottimale del terzo ordine dato dalle
f (1) = fn + ∆tL(fn),

f (2) =
3

4
fn +

1

4
f (1) +

1

4
∆tL(f 1), (14)

fn+1 =
1

3
fn +

2

3
f (2) +

2

3
∆tL(f 2),
he risulta essere a variazione totale de
res
ente sotto un'opportuna 
ondizione CFL(da Courant, Friedri
hs e Lewy) pre
isata alla �ne del 
apitolo.Nel Capitolo 3 vengono quindi riportati e analizzati i risultati di vari test numeri
ie�ettuati su entrambi i sistemi (1) e (3), 
onsiderando vari tipi di dati iniziali eponendo l'attenzione sul 
omportamento asintoti
o atteso, sulle basi teori
he, perl'evoluzione della densità f a se
onda di dati iniziali a supporto 
ompatto oppurenon limitato. Inoltre, è stato an
he 
ontrollato 
he l'andamento su tempi lunghi dellefunzioni c(t) e m0(t) fosse quello previsto dalla teoria, a se
onda della distribuzioneiniziale delle parti
elle. 12



Al
uni dei pro�li iniziali utilizzati per la risoluzione numeri
a dei sistemi nonerano stati mai 
onsiderati nella letteratura esistente. Tra questi 
itiamo, per ilmodello LS, il pro�lo rappresentato dalla funzione
f0(x) :=















sin2(x) se x ∈ [0, 4π]

0 altrimenti,di 
ui in Figg. 2, 3 riportiamo i risultati dell'appli
azione del metodo ottenuti dopo2000 unità di tempo 
on la s
elta dell'intervallo spaziale [0, 800].Per al
uni di questi dati iniziali sono stati poi ripetuti i test due volte, perentrambi i modelli, s
egliendo passi di dis
retizzazione spaziale diversi, 
on lo s
opodi analizzare i risultati dell'appli
azione del metodo an
he in 
aso di un passo didis
retizzazione spaziale del supporto, ∆x, non troppo pi

olo. Per 
onfronto diquesti sono stati 
ontrollati, sia per il modello LS sia per il modello LSW, i tempidi CPU (CPU time) ne
essari per l'ese
uzione, ottenendo i risultati riprodotti nelleseguenti tabelle.Tempi di risoluzione del modello LS.Densità iniziale f0 Supporto ∆x Tempo �nale CPU timeSomma di Gaussiane [0,1000℄ 0.01 2000 18140s (∼5h)Somma di gradini [0,800℄ 0.01 2000 16969s (∼4h,7m)Funzione triangolare [0,800℄ 0.01 2000 14728s (∼4h)Somma di Gaussiane [0,1000℄ 0.1 2000 165s (2m,75s)Somma di gradini [0,800℄ 0.1 2000 122s (∼2m)Funzione triangolare [0,800℄ 0.1 2000 135s (2m,25s)

13
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Figura 2: Comportamento asintoti
o della 
on
entrazione c(t), della funzione K(t) =

t1/3c(t), del numero totale delle parti
elle m0(t) e della funzione tm0(t) per lafunzione sin2(x) .
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Figura 3: Evoluzione se
ondo il modello LS della funzione sin2(x) ogni 500 unità ditempo �no al tempo �nale Tf = 2000.
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Tempi di risoluzione del modello LSW.Densità iniziale f0 Supporto ∆x Tempo �nale CPU timeGaussiana [0,1000℄ 0.01 2000 37109s (∼10h)Somma di gradini [0,800℄ 0.01 2000 28887s (∼8h)Funzione triangolare [0,800℄ 0.01 2000 25313s (∼7h)Gaussiana [0,1000℄ 0.1 2000 374s (∼6m)Somma di gradini [0,800℄ 0.1 2000 256s (∼4m)Funzione triangolare [0,800℄ 0.1 2000 250s (∼4m)Come si può osservare leggendo l'ultima 
olonna delle tabelle, i tempi per la risoluzionenumeri
a di (1) e (3) sono stati molto lunghi, 
osa 
he è giusti�
ata dalla ne
essitàdi s
egliere passi di dis
retizzazione spaziale e temporale molto pi

oli per poter 
at-turare il 
orretto 
omportamento delle soluzioni. In 
on
lusione, tutti i test hannofornito una veri�
a diretta del fatto 
he le 
ongetture di Lifshitz e Slyozov, 
osì 
omeformulate, sono false.In�ne, nel Capitolo 4 sono ra

olte in due appendi
i una dimostrazione di esi-stenza e uni
ità della soluzione del modello LS in ipotesi restrittive sui 
oe�
ienti
k(x) e q(x), [2℄, (Appendi
e A) e il 
odi
e implementato per le simulazioni numeri
he(Appendi
e B).
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