UNIVERSITA DEGLI STUDI ROMA TRE
FACOLTA DI SCIENZE MM. FF. NN.

Sintesi della Tesi di laurea in Matematica
di
Stefania Castaldo

Proprieta di concentrazione per

misure di probabilita

Relatore

Prof. Fabio Martinelli

Il canditato 11 relatore

ANNO ACCADEMICO 2003 - 2004
LUGLIO 2004

AMS Classification: 60F05, 60B10, 60F10
Parole Chiave: Disuguaglianze di concentrazione, isoperimetria, disuguaglian-

za di Sobolev logaritmica, Entropia.



Capitolo 1
Sintesi

In questa tesi verranno descritte le proprieta di concentrazione per mis-
ure di probabilita. L’esempio piu semplice ¢ dato dalla disuguaglianza di
Chebyshev, la quale quantifica I'interpretazione intuitiva della varianza come
misura della dispersione. Essa afferma che se la variabile aleatoria X ha
varianza finita allora

Var(X)

n?

P(| X —E(X) |[>n) < n > 0 arbitrario,

ovvero piu la Var(X) e piccola, piu & piccola la probabilita che X prenda
valori lontani dalla sua media. La disuguaglianza di Chebyshev ¢ una mag-
giorazione grossolana della probabilita P{| X — E(X) |> n}, mostreremo in
questa tesi che sotto opportune ipotesi si riescono ad ottenere stime di con-
centrazione molto piu potenti di questa. L’esempio canonico e rappresentato
dalla proprieta di concentrazione per la misura Gaussiana vy centrata e con
matrice di covarianza la matrice identita. Essa afferma che per ogni insieme

Boreliano A su R™ con misura y(A) > %, per ogni r > 0
Y(A) =1 - e_TZ/Zv

dove

A, ={z eR" : d(z,A) <r} (1.1)

e d ¢ la metrica Euclidea. Notiamo che la misura di v(A,) tende molto

rapidamente al valore uno al crescere di r.
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Tale proprieta di concentrazione puo essere equivalentemente descritta

sulle funzioni. Se F' & una mappa Lipschitz con ||F\|Lip < 1, per ogni r > 0

V(£ 2 /Fdwr) <e (1.2)

la quale, con la stessa disuguaglianza per —F', ci dice che la funzione Lipschitz
considerata, con alta probabilita, si concentra intorno al suo valor medio. Tali
stime sono indipendenti dalla dimensione e di conseguenza possono essere
estese a misure Gaussiane infinito-dimensionali.

La concentrazione e naturalmente collegata all’isoperimetria. Conside-
riamo una sfera unitaria S” su R"*! equipaggiata con la misura normaliz-
zata invariante o". Consideriamo S™ come spazio metrico e d la distanza
Geodesica. Su tale sfera, le palle geodesiche rappresentano gli insiemi es-
tremali, ovvero gli insiemi con misura massima tra tutti quelli con frontiera
di lunghezza fissata. Tale proprieta isoperimetrica puo essere trattata come
una proprieta di concentrazione, come illustreremo brevemente qui di seguito.

La disuguaglianza isoperimetrica afferma che ogni volta che o™(A) =

o™(B) con B palla su S™, per ogni r > 0 si ha
o"(A,) > o"(B,) (1.3)

dove A, e B, sono definite come in (1.1). E’ possibile stimare esplicitamente
la misura di una data palla ¢™(B,). Per esempio, nel caso di una palla con
0"(B) = %, se 0"(A) > 5 segue dalla (1.3) che

o"(A) > 1 — \/ge_(”_lwﬂ. (1.4)

Percio se la dimensione ¢ grande basta un piccolo incremento di r (dell’ordine
di \/Lﬁ) affinche la misura di A, tende ad uno. La (1.4) descrive il fenomeno
della concentrazione della misura o”.

La concentrazione e inoltre collegata a stime coercitive di tipo Sobolev
logaritmiche. Se p ¢ una misura di probabilita diremo che essa soddisfa la
disuguaglianza di Sobolev logaritmica se per qualche C' > 0 e per tutte le

funzioni regolari f su R"

[ o fan- [ P [ Pan<oc [1viPan @)
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Anche qui non c’¢ dipendenza dalla dimensione. La misura Gaussiana -y
soddisfa tale disuguaglianza con costante C' = 1.
Inoltre se p soddisfa la (1.5) allora si puo dimostrare che vale 'integra-

bilita esponenziale:
/eall’Qd,u(x) < 00

per ogni a < % Inoltre, per ogni funzione Lipschitz F' su R™ con ||F||Lz.p <1,

e per ogni reale A, si ha
/e)\FdM < M FdptCN /4,

Utilizzando la disuguaglianza di Markov tale disuguaglianza implica stime di
concentrazione del tipo di quella vista per la Gaussiana (1.2).

La disuguaglianza di Sobolev logaritmica ¢ stata introdotta da Gross
[Gro75] che ne ha mostrato I’equivalenza con una proprieta di iper-contrattivita
del semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck. L’estensione di queste disuguaglianze
a misure non Gaussiane ha permesso negli ultimi decenni di utilizzare le dis-
uguaglianze di Sobolev logaritmiche per stimare il tempo di convergenza
all’equilibrio di sistemi dinamici stocastici a molte componenti interagenti.

Riportero nella seguente sintesi solo i risultati pitt importanti.

Primo capitolo. Nel primo capitolo abbiamo introdotto la funzione di

concentrazione, la concentrazione normale ed esponenziale.

Definizione 1.0.1. Sia (X, d) uno spazio metrico equipaggiato con la misura
di probabilita p sugli insiemi Boreliani di (X, d). Definiamo la funzione di

concentrazione o (x 4, 0 anche oy, come

o (r) = sup{l — p(A); A C Xip(A) > -} (16)

N | —

dove A, ={z € X;d(z,A) <r}.

Definizione 1.0.2. Diremo che p ha una concentrazione normale su (X, d)

se esistono due costanti ¢, C' > 0 tale che per ognir > 0

Axaun(r) < Ce”, (1.7)
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Definizione 1.0.3. Diremo che i ha una concentrazione esponenziale se
axap(r) < Ce . (1.8)

In seguito abbiamo connesso la nozione di funzione di concentrazione
con la disuguaglianza di concentrazione per funzioni Lipschitz attraverso la

seguente proposozione.

Proposizione 1.0.4. Sia p una misura di probabilita sugli insiemi Boreliani
di (X,d). Sia F una funzione continua a valori reali su (X,d) con modulo

di continuita wr e sia mg una mediana di F' per . Allora, per ogni n > 0,

pE > mp +wp()}) < au(n).

In particolare, se F' e Lipshitziana, per ogni r > 0,

p{E Zmp +1}) < au(r/ | F o)

pIE —mpe| 2 r}) < 20,00/ | F lLip)- (1.9)
Viceversa, se per qualche funzione non negativa o di Ry,
p{F = mp+r}) < a(r)

per ogni funzione F 1-Lipschitz con mediana mp e per ogni v > 0, si ha che

a, < a.

La (1.9) descrive una delle proprieta della concentrazione delle funzioni
Lipschitz F' intorno alla mediana mpg. Nella seguente proposizione abbiamo

sostituito la mediana con il valor medio di F.

Proposizione 1.0.5. Sia p una misura di probabilita Boreliana su uno spazio
metrico (X,d). Assumiamo che per qualche funzione non negativa o su R

e per ogni funzione limitata 1-Lipschitz F' su (X, d),

" ({F > /qu + 7“}) < a(r) (1.10)

per ogni r > 0. Allora
1~ u(A) < a(u(A)r)
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per ogni insieme Boreliano A con p(A) > 0 e per ogni r > 0. In particolare,

Az,ap(r) < a (g) , 7 >0.
Inoltre se « € tale che lim, ., a(r) =0, ogni funzione 1-Lipschitz é integra-

bile rispetta a p e, se a é continua, soddisfa la (1.10).

Nella parte finale di questo capitolo abbiamo ottenuto i primi risultati
sulla concentrazione normale e esponenziale. Una descrizione della concen-
trazione normale ¢ stata ottenuta attraverso la dimostrazione del seguente

teorema.

Proposizione 1.0.6. Sia p una misura di probabilita su uno spazio metrico
(X,d). (X,d, ;) ha una concentrazione normale o, (r) < Ce™" r > 0, se e
solo se esiste una costante K > 0 (dipendente solo da C') tale che per ogni

q > 1 e per ogni funzione F 1-Lipshitz su (X, d),

HF—/mmH<K¢_

dove || - ||, € la norma L9 rispetto a p.

Invece un risultato sulla concentrazione esponenziale e stato ricavato con

I'introduzione del concetto di espansione dei coefficienti

Definizione 1.0.7. Sia p una misura di probabilita su insiemi Boreliani di
uno spazio metrico (X,d). Definiamo ’espansione dei coefficienti di pu su

(X,d) di ordine € >0 come

Bup, () = infle > L, u(B.) = e u(B), BC X,u(B) < 2} (L11)

]

dove abbiamo indicato con B, l'aperto di raggio € di B rispetto a d.

Proposizione 1.0.8. Se per qualche e > 0, Erp,(¢) > e > 1, allora (X, d, j1)

ha concentrazione esponenziale

au(r) < S e >0,

[\

Infine il funzionale di Laplace ci ha permesso di ottenere utili proprieta

di concentrazione.
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Definizione 1.0.9. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia u una misura di prob-
abilita sugli insiemi Boreliani di (X,d). Definiamo per X\ > 0, il funzionale

di Laplace per p su (X,d) come

Ex.au)(A) = sup / Mdp
dove il sup é preso su tutte le funzioni 1-Lipschitz F' di media zero su (X, d).

Proposizione 1.0.10. Con la precedente notazione,

(X (1) < }\2% efAT/QE(X,d,H)()\), r > 0.

In particolare, se
Exan\) < /%, A>0,

allora, ogni funzione 1-Lipschitz F': X — R ¢ integrabile e per ogni r > 0,

Il ({F > / Fdu + r}) < e/

e (X,d,u) ha concentrazione normale
ax,ap(r) < e’c’”Q/S, r > 0.

Se E(x.au)(Xo) < 0o per qualche N\g > 0, allora (X, d, ) ha concentrazione

esponenziale.

Secondo capitolo. Nel secondo capitolo abbiamo utilizzato sia I'isoperime-
tria che le disuguaglianze di Brunn-Minkowski per stimare la funzione di
concentrazione

Definiamo prima di tutto la misura limite di Minkowski

Definizione 1.0.11. Sia (X, d) uno spazio metrico equipaggiato con una
misura Boreliana p (non necessariamente finita). La misura limite o il con-
tenuto di Minkowski sull’insieme Boreliano A in X rispetto a p é definito

come )
pt(A) = lim i(l)qf —1(AN\A) (1.12)
r—0 7r

dove A, ={z € X;d(z,A) <r} (rispetto a d).
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Abbiamo in seguito dimostrato la seguente Proposizione, la quale con-

nette l'isoperimetria con le proprieta di concentrazione:

Proposizione 1.0.12. Sia p una misura Boreliana definita su uno spazio
metrico (X,d). Assumiamo che I, > v ov™! per qualche funzione dif-
ferenziabile strettamente crescente v : I C R — [0, u(X)]. Allora, per ogni
r >0,

v (AY) = v ((A)) + 7

La precedente Proposizione e stata utilizzata nella dimostrazione del
seguente Corollario, il quale ci ha permesso di determinare risultati di con-

centrazione per diverse misure di probabilita.

Corollario 1.0.13. Sia p una misura di probabilita su (X,d) per la quale

possiamo applicare la Proposizione 2.1.1, e assumiamo che I, > v/ o v™'.

Allora,
1
xdp < 1—w (vl (§> —i—'r’) , >0

Abbiamo ottenuto risultati per la sfera standard S™ equipaggiata con la
metrica Geodesica, per la misura Gaussiana v su R* equipaggiata con la
metrica Euclidea, per la misura uniforma su [0, 1] ed infine per la misura

uniforme su {0, 1}" equipaggiata con la metrica di Hamming.

Teorema 1.0.14. Per la sfera standard S™,n > 2, equipaggiata con la met-

rica geodesica ed elemento di volume normalizzato p,
(gn d.om) < ef(nfl)r2/2, r>0
(dove 0 <1 < ).
Corollario 1.0.15. La misura canonica Gaussiana v su R equipaggiata con
la sua metrica Euclidea ha concentrazione normale
) (1) < e >0,

Proposizione 1.0.16. Sia ju 1 la misura uniforme su [0,1]". Allora

.2
e™, r>0.

IN

Q([0,1]7 ug0,17n) (T)
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Proposizione 1.0.17. Per una misura uniforme p = u" su {0,1}" equipag-

giata con la metrica normalizzata di Hamming,

oy (r) < e 2 s,

Terzo capitolo. Nel terzo capitolo capitolo abbiamo mostrato come
molte proprieta della concentrazione derivino dalle disuguaglianze di Sobolev
logaritmiche e dalla disuguaglianza di Poincaré. Inoltre utilizzando la pro-
prieta prodotto dell’entropia e della varianza abbiamo ottenuto risultati di
concentrazione per misure prodotto, e per spazi discreti.

Diamo prima di tutto la definizione di disuguaglianza di Poincaré e dis-

uguaglianza logaritmica di Sobolev.

Definizione 1.0.18 (Disuguaglianza di Poincare). Una misura di prob-
abilita p sugli insiemi Boreliant di R™ soddisfa la disuguaglianza di Poincare

se per qualche costante C' > 0 e per tutte le funzioni f regolari su R™,

Vi) < [19F Py (1.13)

o var(9) = [ ([ gany

¢ la varianza della funzione f.

Definizione 1.0.19 (Disuguaglianza logaritmica di Sobolev). Una
masura di probabilita p sugli insiems Boreliani di R™ soddisfa la disuguaglian-
za logaritmica di Sobolev se per qualche costante C' > 0 e per tutte le funzioni

f regolari su R"™,
Ent,(f%) < 2C/| Vf |Pdu. (1.14)

Con Vf abbiamo indicato il gradiente di f e con | Vf | la sua lunghezza
FEuclidea.

In seguito abbiamo dimostrato il seguente Teorema, il quale afferma che
se una misura soddisfa la disuguaglianza di Sobolev logaritmica allora ha

concentrazione normale.
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Teorema 1.0.20. Sia p una misura di probabilita su insiemi Boreliani di

uno spazio metrico (X,d) tale che per qualche C > 0 e per tutte le funzioni

fsu X,

Ent(f) <2 [ |9 Py

Allora, ogni funzione 1-Lipschitz F' : X — R ¢ integrabile e tale che per
ogni r > 0,

pF 2 /Fdﬂ+r}) < e

In particolare,

a(deju)(r) < e_TZ/gc, r > 0.

Come abbiamo detto prima un importante risultato dell’entropia (e della
varianza) € la sua proprieta prodotto. Insieme con 'argomento di Herbst,
abbiamo ora uno strumento potente per poter studiare la concentrazione
quando trattiamo con la misura prodotto P = 1 @ - -+ @ fiy,.

[llustriamo tale proprieta:

Proposizione 1.0.21. Per ogni funzione non negativa f sullo spazio
prodotto X,

Entp(f) < i/Entm(fi)dP.

L’affermazione continua ad essere vera anche quando consideriamo la

varianza: vale a dire che per ogni funzione f sullo spazio prodotto

Varp(f) < Z / Var,,(f)dP. (1.15)

Uno dei risultati piu importanti che abbiamo ottenuto e il seguente:

Teorema 1.0.22. F' una funzione 1-Lipschitz separatamente convessa su
R™.  Allora per ogni misura di probabilita prodotto P su [0,1]" e per ogni
r >0,
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P ({F > /FdP+r}) < e

Diamo ora un risultato di concentrazione per catene di Markov su spazi
discreti:
Sia (II, ) una catena di Markov reversibile con misura invariante p su

insieme finito o numerabile X che soddisfa

M(z,y) >0 , Y M(z,y)=1 Vo€ X,

yeX

I(z,y)u ({z}) ¢ simmetricainxey

>z yp({z}) =pn{y}) VyinX

Definiamo 1
QU =5 > [f@) = FW) Iz, y)u ({z})

z,yeX
e poniamo

1

171115 = 5 sup D @) = fy) T, y).
zeX
yey
Dove la norma tripla |||-|||, potrebbe essere vista come la versione discreta

della norma Lipschitz negli ambienti continui.

Teorema 1.0.23. Sia (II, u) una catena di Markov reversibile su X, e as-

sumiamo che per qualche costante C' > 0 e per tutte le funzioni f su X,

Ent,(f?) < 20Q(f, f).

Allora, ogni volta che || F|||, < 1, F é integrabile rispetto a pv e per ogni

r>0,
I <{F2 /Fd,u—i—r}) < e /e,
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Capitolo quarto. Nell'ultimo capitolo abbiamo ottenuto risultati di
concentrazione per misure di tipo Ising su grafi finiti. Sia G = (V| E) un
grafo finito [Mar]. Sia per semplicita S = {—1,+1}. Una configurazione &

un elemento o € Q = SV, e la variabile 0,, € X sara chiamata spin in z.

Teorema 1.0.24. Sia A il grado massimo del grafo G. Allora esiste By(A)
tale che Y3 < [y esiste C(B) indipendente da | V' | tale che

Bt (%) < CO) [ 195 P du®.

Come applicazione del Teorema precedente consideriamo la magnetiz-
zazione M = Y _. o,, da cui |||M|||ilp < 2 | V |, abbiamo dimostrato

che

zeV

P(M >m) < o~ /8CIVI
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