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Nel decreto del Ministero dell’istruzione, dell’universita e della ricerca,

del 15 maggio 2010, troviamo il seguente articolo:

“I percorsi liceali forniscono allo studente gli strumenti culturali e me-
todologici per una comprensione approfondita della realta, affinche egli si
ponga, con atteggiamento razionale, creativo, progettuale e critico, di fronte
alle situazioni, ai fenomeni e ai problemi, ed acquisisca conoscenze, abilita e
competenze sia adeguate al proseguimento degli studi di ordine superiore,
all’inserimento nella vita sociale e nel mondo del lavoro, sia coerenti con le
capacita e le scelte personali” (art. 2 comma 2 del regolamento recante “Re-
visione dell’assetto ordinamentale, organizzativo e didattico dei licei ai sensi
dell’articolo 64, comma 4, del decreto legge 25 giugno 2008, n. 112, conver-
tito dalla legge 6 agosto 2008, n. 133”).

L’introduzione nei piani di studio dei licei scientifici delle cosi dette “ma-
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terie nuove”, tra cui il “Clalcolo delle Probabilita 7, € sicuramente un passo
importante verso tali obiettivi.
I1 15 maggio 2010 'UMI (Unione Matematica Italiana), in una sua mo-

zione, affermas:

“L’Assemblea UMI, riunita a Bologna in data 15 maggio 2010, presa vi-
sione dei testi attualmente disponibili in merito alla riforma della Scuola
Secondaria di IT grado, [...], vede con molto favore la presenza di nuovi ar-
gomenti nelle indicazioni di tutti i Licei (Analisi Matematica, Probabilita e
Statistica, ecc..); tuttavia rileva che il quadro orario di 2 ore settimanali (in

Y

media) negli ultimi tre anni appare totalmente inadeguato;]...].’



La trattazione seguente ha l'obiettivo di mettere in evidenza la capa-
cita che proprio questa “materia nuova’, quale la probabilita, ha di inve-
stigare la realta, e di dare agli insegnanti, che spesso possono trovarsi in
difficolta rispetto ad argomenti nuovi, magari da loro nemmeno studiati, un

modo di proporli agli studenti durante il loro percorso di studi.

La tesi e articolata in tre capitoli.

Nel Capitolo 1 tratteremo la storia della probabilita partendo da tut-
te le diverse ipotesi sulla sua nascita fino ad arrivare ai tempi piu recenti.
In particolare metteremo in evidenza il suo evolversi nel tempo con tutti i
cambiamenti attraversati e tutte le varie definizioni che si sono susseguite.
Vedremo come dal semplice gioco d’azzardo nascera una nuova disciplina,
inizialmente poco accettata dai matematici a causa proprio delle sue origini
ludiche, ma che via via acquisira sempre pit importanza fino ad essere as-
siomatizzata diventando un modello per molteplici situazioni reali. Infatti, il
XVII secolo, durante il quale comincio la famosa corrispondenza tra Pascal
e Fermat per risolvere i problemi propostigli dal Cavaliere de Méré, rappre-
senta solo il periodo in cui il calcolo delle probabilita comincia ad acquisire
le basi per diventare una vera e propria disciplina matematica.

Le sue origini, tuttavia, sono ben piu remote, tanto che molti storici sono
concordi nel farle risalire addirittura agli antichi Greci. Se infatti il motivo
principale della sua nascita sono i giochi d’azzardo, allora gia nel periodo
ellenistico esistevano tali giochi. In questo grande periodo che arriva fino al
XVII secolo, pero, la probabilita rappresenta un concetto filosofico teorico
piu che matematico.

La sua praticita si comincia a intravedere nel XVI secolo, grazie ai lavori

di Girolamo Cardano(1501-15767) con il suo Liber de ludo aleae e Galileo



Galilei(1564-1642) col trattato Sopra le scoperte dei dadi. Ma solo con la cor-
rispondenza tra Pascal e Fermat vengono poste le basi per la nascita di una
vera e propria disciplina. In seguito ai loro lavori molti studiosi si interessaro-
no ad essa e contribuirono a svilupparla. Nel 1657 Christiaan Huygens(1629-
1695) scrisse Libellus de ratiociniis in ludo aleae, il primo trattato sul calcolo
delle probabilita; nel 1708 Pierre de Montmort(1678-1719) scrisse Essai d’a-
nalyse sur le jeux de hasard; nel 1713 venne pubblicata postuma l'opera di
Jakob Bernoulli(1654-1705), Ars conjectandi, in cui dimostrava la Legge dei
grandi numeri e successivamente, Abraham de Moivre(1667-1754), nell’opera
Doctrine of Chances del 1718, diede una prima formulazione della formula
di Stirling e del Teorema del limite centrale, generalizzato in seguito da Pier-
re Simon Laplace(1749-1827) a cui viene attribuita la prima definizione di

probabilita, “definizione classica o definizione classica di Laplace”:

Definizione 1 (Definizione classica). Si chiama probabilita p di un evento
aleatorio, previsto da un determinato esperimento, il rapporto tra il nume-
ro dei risultati favorevoli e il numero dei risultati possibili dell’esperimento,

nell’ipotesi che siano tutti equalmente possibili.

Indicando con A l’evento, con p = P(A) la sua probabilita, con n il nume-
ro dei risultati possibili e con m il numero dei risultati favorevoli all’evento,

POSsIaAMO SCrivere:
m
P(A)=p=—
(A)=p=—
La probabilita comincio quindi a ritagliarsi un ruolo di fondamentale im-
portanza tra le discipline scientifiche, tanto che molti studiosi pensarono di
poterla sfruttare per la spiegazione dei fenomeni naturali. Condorcet(1743-

1794), un filosofo e matematico francese, contava addirittura di creare una

“matematica sociale” basata proprio sulla nuova disciplina e spiego le sue teo-



rie nel suo Saggio sull’applicazione dell’analisi alla probabilita delle decisioni
prese a maggioranza di voti, considerato storicamente come un caposaldo
nello sviluppo della teoria delle probabilita.

Il lavoro da parte dei matematici sulla nuova disciplina continuo per
molto tempo. Nel 1763 venne pubblicato postumo il lavoro di Thomas
Bayes(1702-1761), Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chan-
ces, in cui spiegava la “probabilita condizionata”; nel 1809 Carl Friedrich
Gauss(1777-1855), durante i suoi studi astronomici, scopre la curva che rap-
presentera la “distribuzione gaussiana”, nota come “campana di Gauss”; nel
1867 Chebischev(1821-1894) scopre la prima disuguaglianza fondamentale
della probabilita.

In particolare proseguirono per molto tempo i tentativi di dare una de-
finizione precisa e quindi dare fondamenti solidi alla disciplina, ritenendo la
definizione classica applicabile solo a determinati problemi (eventi indipen-
denti ed esperimenti finiti). Il primo a cercare di superare i limiti di questa
prima definizione fu 1’economista austriaco Richard von Mises (1883-1953)
che introdusse il concetto di “frequenza relativa” che indicava il rapporto fra
il numero delle volte ng in cul si verificava un evento E e il numero n di

prove effettuate:

e diede la seguente definizione:

Definizione 2 (Definizione statistica o frequentista). La probabilita di
un evento E ¢ data dal limite cui tende la frequenza relativa dell’evento al

crescere del numero degli esperimenti:



Anche questa definizione risulta poco precisa in quanto pone problemi
nel caso di esperimenti non ripetibili. Quindi, tra gli anni 20 e ’30 del
1900, prima l'italiano Bruno de Finetti(1906-1985) e poi Leonard Jimmie
Savage(1917-1971) danno una “definizione soggettiva”:

Definizione 3 (Definizione soggettiva). La probabilita soggettiva di un
evento E ¢ il rapporto tra il prezzo V' che un individuo ritiene equo pagare e
la somma S che ha diritto ad avere in cambio se l’evento si verifica, perdendo

V' se l’evento non si verifica:

che accese ampie polemiche per la soggettivita di interpretazione che ne
scaturiva. Nel 1933, finalmente, grazie a Andrey Nikolaevich Kolmogorov(1903-
1987), la probabilita assume finalmente una forma puramente matematica.

Egli ne da, infatti, una “definizione assiomatica”:

Definizione 4 (Definizione assiomatica). Ad ogni evento E, sottoinsieme

dello spazio campionario S, é associato un numero reale P(E), probabilita di

E, tale che:
P) 0<P(E)<1;
By) P(S)=1;

P3) per ogni successione di eventi a due a due disgiunti Ey, Es, Fs, ... (cioé

ENE; =0 Yi#j), siha:

P (G E) = f: P(E;)

Con questa definizione Kolmogorov chiudeva definitivamente il problema

dei fondamenti della probabilita, allontanando ogni dubbio sulla dignita della



materia di essere considerata una branca importante della matematica.

Nel Capitolo 2 affronteremo, in modo un po piu tecnico rispetto al resto,
due concetti particolarmente importanti del Calcolo delle Probabilita, scelti
per la loro importanza concettuale. Vedremo quindi la “speranza matema-
tica”, con tutte le sue proprieta, come un mezzo per avere informazioni per
agire in situazioni di incertezza, per poi arrivare seguendo una linea logica
al Teorema del limite centrale con cui potremo affermare che ’andamento di
molti fenomeni che osserviamo nella vita di tutti i giorni, di qualsiasi natura
essi siano, puo essere ben rappresentato dalla famosa “campana di Gauss”.
Con questo coglieremo pure l'occasione di mettere in evidenza, come due
mondi apparentemente distanti, la cui compenetrazione crea non pochi pro-
blemi di comprensione agli studenti liceali, quello del discreto e quello del
continuo, possono in realta essere avvicinati attraverso 'utilizzo di un teore-
ma cosl potente. Proporremo, inoltre, due diverse dimostrazioni del suddetto
teorema, tenendo conto del pubblico al quale la nostra tesi e rivolta. La pri-
ma dimostrazione verra fatta con mezzi adatti alla spiegazione del teorema
in una classe di liceo, mentre la seconda, utilizza concetti un po piu tecnici
non trattati a livello scolastico. Riportiamo di seguito le varie definizioni e i

teoremi che abbiamo utilizzato:

Definizione 5. Si chiama spazio campionario, associato ad un dato

esperimento, l'insieme S di tutti © suoi possibili risultati.

Definizione 6. Si chiama evento, un sottoinsieme A dello spazio campio-

nario S (A C S), cioe un insieme di risultati possibili.

Definizione 7. Una variabile aleatoria (o casuale) ¢ una qualsiasi

funzione



che associa ad un evento nello spazio campionario un numero reale.

Definizione 8. Una variabile aleatoria X che possa assumere un numero

finito o infinito numerabile di valori é detta variabile aleatoria discreta.

Definizione 9. Per una variabile aleatoria discreta X, definiamo la densita

discreta p(a) di X come
pla) = P{X = a},

cioé la probabilita che X assuma un preciso valore a. Se X assume i valori

x1, T, ..., allora

p(x) =0 altrimenti

Poiche X deve assumere almeno uno dei valori x;, abbiamo che

Zp(xz) =1.

Definizione 10. Data una variabile aleatoria X con densita discreta p(a)

definiamo la sua funzione di distribuzione F' come

F(a) = P{X <a} =) plx).

r<a
Definizione 11. X si definisce variabile aleatoria continua se esiste

una funzione f: R — [0,400] integrabile tale che

Pla< X <b) = /f(x)dx

con —o00 < a < b < 4o00; f e chiamata densita di probabilita continua.



Definizione 12. Data una wvariabile aleatoria continua X con densita di

probabilita f(x), definiamo funzione di distribuzione
F(a)=P(X <a) = / f(z)dx.

Definizione 13 (Caso discreto). Se X é una variabile aleatoria discreta con
densita discreta p(x), il valore atteso (o speranza matematica) di X,

che denoteremo con E[X], é definito da

E[X] = Z xp(z).

x:p(z)>0
A parole, il valore atteso di X e la media pesata di tutti i possibili valori
che X puo assumere, ognuno pesato con la probabilita che X lo assuma. Sup-
poniamo di avere una variabile aleatoria discreta X e la sua densita discreta,
e di voler calcolare il valore atteso di una qualche funzione di X, diciamo

g(X). Come lo possiamo fare?

Proposizione 1. Se X ¢ una variabile aleatoria discreta, che assume i valori
x;, con 1 > 1, con probabilita pari a p(x;), allora per ogni funzione a valori

reali g

Elg(X)] = Zg(xi)p(rri)-

Proposizione 2 (Linearita del valore atteso). Se a e b sono costanti,
allora

ElaX + b = aE[X] + b.

Definizione 14. Se X é una variabile aleatoria di media p, allora la va-

rianza di X, che denotiamo con Var(X), € definita

Var(X) = E[(X — u)’



Proposizione 3. Vale la sequente relazione
Var(X) = E[X? — (B[X])*.
Osservazione 1. Date due costanti a e b, vale la sequente identita
Var(aX +b) = a*Var(X).

Definizione 15. La radice quadrata della Var(X) é detta deviazione stan-

dard di X, che denotiamo con

o=+ Var(X)

Definizione 16 (Caso continuo). Se X ¢é una variabile aleatoria continua

con densita continua f(z), definiamo:

e Valore atteso: E[X| = Tfoomf(x)dx;
e Varianza: Var(X) = 700(36 — Elz])?f(z)dx;

e Deviazione standard: o(X) = /Var(X).

e valgono le stesse proprieta viste per il caso discreto con la sola sostitu-

zione delle somme con gli integrali.

Definizione 17. La funzione generatrice dei momenti di una variabile

aleatoria X, che indichiamo con M (t), e definita per ogni numero reale t da

M(t) = EletY]

§
ST e Xp(X) se X ¢& discreta con densita discreta p(x)
+oo
[ e f(x)dx se X & continua con densita f(z).

\ — &




Proposizione 4. Siano X e Y due variabili aleatorie indipendenti aventi
funzioni generatrici dei momenti, rispettivamente, Mx(t) e My(t). Allora
Mx .y (t), la funzione generatrice dei momenti di X +Y, é uguale al prodotto

delle funzioni generatrici dei momenti di X eY .

Osservazione 2. La funzione generatrice dei momenti determina la distri-
buzione in modo unico. Cioé, se Mx(t) esiste ed ¢ finita in un intorno di

t =0, allora la distribuzione di X e univocamente determinata.

Definizione 18. Sia X wuna variabile aleatoria. Si definisce funzione ca-

ratteristica di X la funzione

ngZ R —C

—y

Nel caso discreto, se x; sono i valori assunti da X e p; le rispettive

probabilita, si ha

QbX (t) _ Z eita:kpk

k
Nel caso continuo, se fx(z) e la densita di X, si ha

“+o00

b (t) = / e fre(2)da

— 0o
Introduciamo ora dei concetti che ci permettono di stabilire cosa si intende
per convergenza di una successione di variabili casuali. Prendiamo in esame

tre diversi tipi di convergenza:

Definizione 19. Data una successione {X,} di variabili aleatorie con fun-
zioni di distribuzione {F,}, si dice che converge in distribuzione (o
debolmente) alla variabile casuale X con funzione di distribuzione F(X),
se

lim F,(X) = F(X)

n—oo
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per ogni punto in cui F'(X) é continua.

Definizione 20. Data una successione X,, di variabili aleatorie, diciamo che

essa converge in probabilita alla variabile aleatoria X, se Ve > 0 si ha

lim P(| X, —X|>¢€) =0

n—oo

o equivalentemente
lim P(| X, — X|<e) =1
n—0o0
o ancora, utilizzando la definizione di limite, X,, converge in probabilita a X

se Ve >0 eV > 0, esiste un intero n(e,0) tale che, se n > n(e, )
P(X, —X|<e)>1-4

Definizione 21. Data una successione X,, di variabili aleatorie, diciamo che

essa converge quast certamente alla variabile aleatoria X, se

P(lim X, = X) =1

n—oo
o equivalentemente, essendo la probabilita definita su eventi, dato la spazio

campionario S, possiamo riscrivere la formula precedente come
P({w € 8] Jim X, () = X(@)}) = 1
Dopo queste definizioni e proprieta preliminari, enunciamo il Teorema del
Limite Centrale in due diversi modi. Questo primo enunciato sara dimostrato
con 'aiuto del Teorema di de [’Hopital o delle serie di Taylor che si suppone
uno studente dell’'ultimo anno di liceo sappia maneggiare.

Teorema 1. Sia {X;}2, una successione di variabili aleatorie indipendenti

2

identicamente distribuite, ognuna con media i e varianza o°. Allora, per

—00 < a < +00,

> (Xi—p) y

1 1 —az?

P K2
O'\/ﬁ - 2T

n
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Il secondo enunciato, invece, sara dimostrato in modo piu tecnico utiliz-

zando delle stime preliminari.

Definizione 22. Date f, g: R — R,

se
lim sup &‘ < 00
t—L g t)
mentre
F(t) = olg(t)) pert— L
se
lim sup &‘ =0
t—L g(t

Stime:

. n n+1
L |Ralw)] < min (2", 155 );

2. 6(t) =1 — L& +o(t?);
3. |log(1+2z) — 2| <22

Teorema 2. Sia X,, una successione di variabili aleatorie indipendenti iden-

ticamente distribuite tali che E[X,]| = pu e Var[X,] = 0? < +oo per ogni

> (Xi—p)
n € N. Allora la legge di % converge in distribuzione alla mormale

standard N(0,1).
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Infine, nell’ultimo capitolo, dopo aver riportato e commentato alcuni temi
relativi agli Esami di Stato di una maturita scientifica, proporremo una pos-
sibile unita didattica, che si pensa sia adatta al raggiungimento degli obiettivi
voluti riuscendo in qualche modo a dare agli studenti i concetti piu impor-
tanti della disciplina anche nel “poco tempo disponibile (4 ore settimanali)”
previsto dalle disposizioni ministeriali.

Concentreremo 'attenzione sull’introduzione delle variabili aleatorie e in
particolare sul rapporto gia visto nel capitolo 2 tra la binomiale e la normale.
Supporremo, inoltre, che la classe abbia affrontato un’introduzione alla pro-
babilita durante il biennio e un’approfondimento della stessa nei primi due
anni del triennio.

L’unita didattica che proponiamo nella seguente trattazione, riguarda
proprio la definizione e applicazione di alcune variabili aleatorie, che offro-
no un modo per “modellizzare” i fenomeni del mondo che ci circonda. In
particolare, riporteremo le varie distribuzioni di “variabili aleatorie discrete”
mettendo in evidenza che tipo di modello rappresentano e, infine, ci affacce-
remo al mondo del continuo con la “variabile normale”, richiamando quanto
visto nel capitolo 2 sulla sua approssimazione mediante degli esempi.

Di seguito enumeriamo le distribuzioni proposte:
1. Variabili aleatorie discrete in generale;

2. Variabile aleatoria bernoulliana:

Definizione 23. Una variabile aleatoria X ¢ bernoulliana se
puo assumere solo due valori, cioé descrive il verificarsi o no di

un evento.
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Densita di probabilita:

Funzione di distribuzione:

0 per x < 0
Flz)=4q 1-p per0<z<1
1 per x > 1

Media e varianza:
EX]=p e Var[X]=p(l-p)
3. Variabile aleatoria binomiale;

Modello: Conta il numero di successi, k, in un certo numero, n,

di prove;

Densita di probabilita:

Definizione 24. La variabile aleatoria X descritta prende il nome

di variabile aleatoria binomszale e ha due parametri:

— 4l numero n di prove bernoulliane da effettuare;

— la probabilita p di successo di ogni prova.

Funzione di distribuzione:
x n B
Flz) = P(X < 1) = ()p’fu—p)”k

per ogni 0 < x < n.

14



Media e varianza:
E[X]=np e Var[X] =np(1 —p)
4. Variabile aleatoria geometrica;

Modello: Conta il numero di prove, k, necessarie per ottenere il

primo successo;

Densita di probabilita:

PX=k=(0-pFtp VE>1LkKeEN

Definizione 25. La variabile aleatoria formalmente descritta so-

pra prende il nome di variabile aleatoria geometrica.

Funzione di distribuzione:
Flz)=P(X<z)=1—-(1-p)° V>0

Media e varianza:

Teorema 3. La probabilita che un esperimento bernoulliano re-
stituisca m + n insuccessi, dopo che se ne siano verificati gia n, é

indipendente dagli n insuccessi iniziali.
5. Variabile aleatoria poissoniana;

Modello: E un modo per approssimare esperimenti di tipo bino-
miale per n molto grandi e p molto piccole, quindi con un rapporto

costante \ = np;

15



Densita di probabilita:

PIX=k=2e>, Vk>0

Definizione 26. La variabile aleatoria X cosi considerata prende

il nome di variabile aleatoria poissoniana di parametro A

Funzione di distribuzione:

Media e varianza:
EX]=A e Var[X] =\

Infine, abbiamo definito la variabile aleatoria normale, non soffermandoci
su di essa, quanto sulla sua applicazione nell’approssimazione di esperimenti

di tipo binomiale.

Definizione 27. Diciamo che X ¢ una variabile aleatoria normale di
parametri e o2, se la densita di X ¢ data da

1 (@=p)?
f(z) = ¢ con v €R

oV 2T

Abbiamo calcolato media e varianza ottenendo:

EX]=p e Var[X] = o?

Prima di procedere con l'applicazione del teorema del limite centrale

abbiamo introdotto il concetto di standardizzazione:

Definizione 28. Data una variabile casuale X, con media ji e varianza o2,

s1 chiama standardizzata di X la variabile casuale

X_
7 = =
o

16



Infine abbiamo dato degli esempi in cui il teorema, nel caso particolare
di “De Moivre-Laplace”, viene applicato a situazioni reali, confrontando i
risultati ottenuti utilizzando la distribuzione binomiale con quelli invece ap-

prossimati tramite la distribuzione normale.

La scelta di approfondire I'insegnamento di questa nuova disciplina sta
nella convinzione che essa posside una grande capacita di rendere una materia
come la matematica, che spesso “rende la vita difficile” agli studenti, piu
piacevole proprio per la sua attinenza alla vita quotidiana e, per dare una
risposta a tutti quegli alunni che spesse volte si chiedono: “Ma a cosa serve

la matematica?”
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