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1 Introduzione

L’argomento che discuteremo nella tesi ¢ lo studio delle equazioni differenziali
stocastiche. Queste equazioni si differenziano da quelle ordinarie in quanto e

presente un termine aggiuntivo aleatorio rappresentato dal moto Browniano.
dXt = Cl(t, Xt>dt + O'(t, Xt>th

I coefficienti di queste equazioni sono noti come drift e coefficiente di diffu-
sione. Parlando di moto Browniano facciamo riferimento al moto casuale di
particelle all’interno di un fluido, dove ogni spostamento della particella e di-
stribuito come una normale di media nulla e varianza pari alla differenza del
tempo che ha impiegato per compiere tale traiettoria. Il primo capitolo della
tesi sara quindi orientato a dare la definizione del moto Browniano e i teoremi
principali che ne illustreranno le proprieta. Queste costituiranno la base degli
argomenti che verranno discussi successivamente. Occupandoci di equazioni
differenziali, I’'obiettivo € di capire per quali condizioni sui coefficienti si puo
avere 'esistenza e I'unicita locale o globale della soluzione. In particolare fa-
remo la distinzione tra soluzione debole e forte dell’equazione ed illustreremo
anche un esempio che permettera di dimostrare come l'esistenza ed unicita
della soluzione debole non implica l’esistenza ed unicita della soluzione forte.
Un altro argomento di cui parleremo ¢ quello noto come problema di martin-
gala di Strook-Varadhan, che permette di determinare una soluzione debole
delle equazioni differenziali stocastiche indebolendo le ipotesi sui coefficienti
a e o. In particolare bastera la loro continuita e I'esistenza ed unicita della
soluzione del problema di Cauchy associato. Successivamente studieremo le
soluzioni delle equazioni differenziali stocastiche come processi di diffusione.
Questo concetto sara per noi fondamentale perche ci permettera di introdur-
re le equazioni di Kolmogorov e definire cosi il generatore del processo utile
allo scopo di eseguire i calcoli finali della tesi. Nell'ultimo capitolo tratte-
remo due problemi concreti di equazioni differenziali stocastiche, che sono
sorti nell’ambito della teoria cinetica dei gas. Il nostro obiettivo e quello di
utilizzare il materiale a disposizione per risolvere un problema di equazioni

differenziali degeneri al bordo associato a queste equazioni.



2 Elementi di base del calcolo stocastico

2.1 Processi gaussiani

o
Definizione 2.1 Processo gaussiano: Dato un vettore £ = (&1, ....,&,) con &;
pert=1,...n,.. variabili aleatorie, questo si dice gaussiano se Vay, ..., a, €
R, la variabile ai&y + ... + ané, ~ N(n,o?).

Definizione 2.2 Processo stocastico:

e Un processo stocastico é una collezione di variabili aleatorie {X;}iea
dove A C R.

e Un processo stocastico si dice gaussiano se iy, ..., t,, il vettore (Xy,, ..., Xy,)

€ gaussiano.

e Un processo stocastico si dice a incrementi stazionari se Vs, t, la legge
di X; — X, t > s, dipende solo da t — s.

o Un processo stocastico incrementi indipendenti se Vi, < to < ... < tp,
(th — thfl)ﬂ (th71 — th72>, ceeny (Xt2 — th> sSo0no mdlpendentz

Lemma 2.3 Sia {X;}i~0 un processo stocastico. Le due affermazioni sequen-

ti sono equivalents:
1. {X}} ha incrementi stazionari e indipendenti e {X;} ~ N(0,t) Vt > 0.
2. {Xi} & un processo gaussiano con E[X;] =0 e Cov(Xg, Xi) =sAt.
Definizione 2.4 Un processo stocastico (X¢,t > 0) € detto a traiettorie

continue se: P({w : t:— X(t,w) continua in t}) = 1.

2.2 Moto Browniano Uno-dimensionale

Definizione 2.5 Un moto Browniano standard W; é un processo stocastico

che soddisfa le proprieta :
1. WO =0 q.c.

2. Wi ha incrementi indipendenti.



3. Wy e un processo gaussiano.

4. Wy ha traiettorie continue q.c. .

Teorema 1 Il moto Browniano ha la proprieta di essere Holder continuo di
parametro a < 1/2 con probabilita 1, ovvero:

AL = sup_g<iyseqnioq) [We = Wiln® = 0 q.c. per o < 1/2. Faremo ve-
dere che per a = 1/2 non ¢é g.c. Holderiano e quindi in particolare il moto

Browniano non sara q.c. differenziabile.

Dim: Cominciamo a ricordare la disuguaglianza di Doob che sara utile nella

dimostrazione.

Lemma 2.6 Disuguaglianza di Doob:
Supponiamo che { X, }n<1 siano submartingale non negative, allora:

P(max X; > A\}) <

1<i<n

E(Xn)

> =

Dalla costruzione del moto Browniano, che non viene in questa tesi ripetuta,

segue che:
A, = sup (Wi (w) — Wy(w)| — 0 q.c.
t,s€QN[0,1], [t—s|<L

Ora:

P(A, n*>¢€) <nP( sup |Wi = Wi—i|n® > €)

teQn[o,1], A=t <<k "
27 a2j
<nP( sup W7 > n‘ﬂj) < GTJE(Wt/J”) (2.1)

teQn[0,1]¢t< L
na?j —J

<n 2 Cj
dove ¢; = E(Z%) in quanto vale W; ~ v/tZ da cui Wf/Jn ~ (1)71Z%. Ora
al fine della convergenza si deve avere che 1 + a2j —j < 0 da cui j >
ﬁ. In conclusione quindi abbiamo dimostrato che 3 variabile aleatoria
c(w) te. [Wi(w) — Wi(w)] < e(w)|t — s]* q.c.

Osservazione:

I1 moto Browniano non & Holderiano nell’origine per o« = 1/2, infatti:

b}



lim sup, % = 400 q.c. e liminf, o % = —00 q.c.. Questo perche il moto

Browniano nell’origine cambia infinitamente volte segno, ovvero per infiniti

tempi si ha % > k con k arbitrariamente grande.

Esempio 1 Dimostriamo che i sequenti processi sono moti browniani, dove

s € fissato mentre t varia.

1.

2.

Xl(t) - Wt+5 - WS

Xo(t) = D o0

/c
tW (2 t>0
X = P
0 pert=20
. 5 =& Wis — Wy e continua dal momento che e differenza di funzioni

continue. Inoltre usando il lemma (2.3) possiamo affermare che X; ¢ un
processo gaussiano poiche Wy, , — W, ¢ la differenza di due gaussiane.
Infine calcoliamo la media: E[X,] = E[W;;s — W] = 0, e calcolando
la covarianza: Cov(X;(u) — Xy(v)) = Cov(Wyis — W, Wy — Wy) =

u+s—s—s+s=u.

. Il processo Xy € continuo e gaussiano. Inoltre, poiche E[X,(t)] = 0 e

Cov(%, %) = l¢(s At) =s, X, & un moto Browniano.

. X3 & processo gaussiano. Inoltre E[X3(t)] = 0 e Cov(sW(2),tW(1)) =

st(L A1) =st() =s, se s < t. Infine X3 & continuo in 0 poiche ha la

stessa distribuzione del moto Browniano. Infatti per la legge dei grandi
numeri si ha che

lim — =0 q.c.
tltoo T

quindi X3 € un moto Browniano.

Enunciamo ora alcuni importanti risultati per il moto Browniano.

Proposizione 2.7 Regolarita delle traiettorie del moto Browniano

1.

2.

Vit >0, P(W(-,w) édif ferenziabile in t) = 0.

Sia m la misura di Lebesque su R, allora
m{t>0:W(-,w) édif ferenziabile in t} = 0.

Teorema 2 Il moto Browniano non é ovunque differenziabile q.c.



2.3 La proprieta di Markov

Abbiamo visto nei paragrafi precedenti che le traiettorie del moto Browniano
sono continue, allora w € 2 = C([0,00))e continua, X (t,w) = w(t), w(0) =
x € R. La proprieta di Markov afferma che condizionatamente al valore
che assume il moto Browniano ad un certo tempo, la futura evoluzione e
indipendente dal passato.

Notazione: Indichiamo con P, la legge di © + W;, e con E” la media

relativa a P,.

Definizione 2.8 Funzioni speciali:

Diciamo che una v.a. Y ¢ speciale se puo essere scritta nella forma:

Y(w) =[] fulw(tm))
m=1
dove 0 < t; < ..<t, e fn:R—R ¢ continua e f,, - 0 a £oo.

Lemma 2.9 Sia Y : Q — R una v.a. limitata.

Allora la funzione x — E*(Y(.) ¢ misurabile.

Definizione 2.10 Filtrazione:

Definiamo una filtrazione {Sy,t > 0} come una famiglia crescente di sotto
o—algebre di ¥, ovvero S C Sy per s < t, dove ¢ la o-algebra per la quale
le funzioni w — w(t) sono misurabili per ogni t. Un’interpretazione di 3y e
che questa o — algebra consiste di tutti quegli eventi che sono determinati

dai processi fino al tempo t. Diciamo che la filtrazione e continua se:

S =9, Vt>0.

s>t

Osservazione:
: T
Abbiamo definito 3; = (.,

avessimo scelto Y come la pilt piccola o — algebra per al quale le funzioni

Ss , YVt > 0 come la giusta o — algebra. Se

w — w(s) sono misurabili Vs < ¢, avremmo visto che questa o — algebra non
gode della proprieta di continuita. Lo possiamo facilmente comprendere con

il seguente esempio: Intuitivamente, appartengono alla o — algebra 39 tutti



quegli eventi rispetto ai quali ¢ possibile rispondere a qualsiasi domanda a

riguardo fino al tempo t. Se pero supponiamo di considerare 1’evento:

Xeyn — Xy
w t.c. limsup —=—"—" = o0} & Y
{ hl0 Vh J !
questo proprio perche I? non ha la proprieta di continuita, ovvero possiamo
vedere gli eventi solo fino al tempo ¢, ma poiche stiamo facendo un limite
non ci permette di guardare oltre il tempo ¢ arbitrariamente piccolo. Quindi

cambiamo la o-algebra con S = (.., Y, la quale ora & continua.

s>t

Definizione 2.11 Traslazione temporale:
Per s > 0, definiamo 05 : Q — Q, (Ow)(t) = w(t + s). Osserviamo quindi
che

X(t,0w) = (Bsw)(t) =w(t+s) = X(t+ s,w) .

Teorema 3 Proprieta di Markov:

Supponiamo che Y sia una v.a. limitata. Allora Vo € R ed s > 0,
E*[Y 06, |3, = EX:[Y] q.c.

Notiamo che la variabile Y o f,(w) dipendera solo dai tempi futuri s. Il con-
dizionamento ¢ su S, e la proprieta di Markov in particolare ci dice che per
calcolare Y o 65 ci occorre conoscere w(s) e non occorre invece conoscere il

cammino dall’origine fino ad s.

2.4 Tempi di Arresto

Ricordiamo prima di dare la definizione di tempo di arresto, come questo ¢
definito nel caso discreto. Ovvero 7 & un tempo d’arresto se {1 = n} €
dove &, = o(X1,...,X,) Vn. Questo ¢ equivalente a dire che {7 < n} €
S, ¥n. Ora nel caso continuo si ha spesso che Yevento {7 = ¢} ha probabilita

0. Diamo quindi la seguente definizione:

Definizione 2.12 Tempi di Arresto:
Una v.a. 7 : Q — [0,00) & un tempo d’arresto relativo alla filtrazione {3}
se {T <t} C 3 Vt > 0.



Proposizione 2.13 Supponiamo che 1, sia una sequenza di tempi d’arre-
sto. Allora lo sono anche i sequenti: sup,, 7,; inf,, 7,; limsup,, 7,,; lim inf,, 7,,.

Inoltre se T = lim,, 7, esiste, allora T ¢ un tempo d’arresto.

Teorema 4 Proprieta di Markov Forte:
Sia T un tempo di arresto, {Ys}s v.a. limitate, congiuntamente misurabili,

ovvero (s,w) — Yy(w) € misurabile in B([0, 00) x ). Allora

E“ (Y, 00.|3,) = EX(Y;) q.c. se {1 < 0}

2.5 Martingale a tempo continuo:

Definizione 2.14 Martingala:
Siano { My}~ variabili aleatorie t.c. ¥t > 0, M; € L' e Sy-adattate. Allora

diremo che M; é una martingala se vale:
E[M|S] = M q.c. Vs < 't

M, é una super-martingala se E[M;|Ss] < M q.c. Vs <t
M, é una sub-martingala se E[M;|Ss] > Mg q.c. Vs <t

Lemma 2.15 Sia ¢ una funzione convessa ed {M,;}i>o una martingala, al-

lora ¢(M,;) € una sub-martingala.

Dim. La dimostrazione segue dall’applicazione della disuguaglianza di Jen-

Sen.:

Enunciamo ora il teorema di convergenza per le martingale:

Teorema 5 Teorema di convergenza della sub-martingale
Se {M;}i>0 € una sub-martingala continua a destra t.c
sup E|My| < oo. Allora limy_,o, M, esiste ed ¢é finito q.c. Se inoltre M, é

uniformemente integrabile, allora la convergenza si ha in L*.

Osserviamo che una martingale ¢ uniformemente integrabile se:

lim sup |E(| M| 1jar,<n)| =0

n—oo ¢



Teorema 6 Sia W; un moto Browniano standard. Allora ognuna delle se-

gquenti ¢ una martingala:
1. My(t) =W(t);
2. My(t) = W23(t) — t;
3. Ya e R, M(t) = e?WH—a’t/2,

Dim: Osserviamo che sono tutti processi adattati, ora dimostriamo che sono

martingale:

1. EWSs) = E(Ws + (W, — W) |Ss) = Wy in quanto W, — W &
indipendente da & e per definizione la media di questo incremento e

nullo.

2. E[Wt2 - t|%s] = E[WSZ + (Wt - Ws)z + QWS(Wt - WS)|%S] —t= I/Vs2 +
t—s—t=W2—t.

3. E[eaW(t)fo¢2t/2|%S] — eawsfazt/QE[ea(WthS) eawra%/z‘

] =

Teorema 7 Se 7 é un temp d’ arresto con media finita, allora:

3. E[r?] < 4B[W(1)].

2.6 Variazione quadratica di una martingala continua

Esamineremo in questo paragrafo le martingale M = {M,;};>o continue a
quadrato integrabile, ovvero M; € L? per ogni t > 0. Ricordiamo che M, € L?
se F(M?) < oo per ogni t > 0. Per ogni martingala continua a quadrato

integrabile vale la seguente relazione:

E(Mt2 - Ms2 Ss) = E((M: — M5)2 ROE (2.2)

10



Definizione 2.16 Per ogni partizione m dell’intervallo [0,t], 7 = {0 =ty <

t1 < ... <t, =t}, una martingala continua si dice a variazione limitata se
n
supz (Mti — Mti—l) < 0 g.c.
T =1

Proposizione 2.17 Sia M(s) una martingala a variazione limitata in [0, ].
Allora M(s) é costante g.c. e M(t) = M(0).

Definizione 2.18 Sia m una partizione dell’intervallo [0,t], m = {0 =ty <
ty < ...<t, =t}. Sia M(t) una martingala continua. Si definisce variazione

quadratica di una martingala:

n

Sﬂ— = lim (Mtl - Mti_l)Q .
|7|—0 Py

Teorema 8 Sia My = {M,;}1>0 una martingala continua a quadrato integra-
bile rispetto alla filtrazione completa {3 }i>0. Allora esiste un unico processo
A = {Ai}iso crescente, continuo, adattato e nullo al tempo 0 tale che M2—A,

e una martingala.

Dim.

Dimostriamo per prima cosa I'unicita del processo. Supponiamo di avere due
processi distinti A;(t) e As(t), la loro differenza e: A (t) — As(t). Osserviamo
che A;(t) — Ay(t) & a variazione limitata in quanto sono funzioni crescenti,
ed inoltre un martingala a variazione limitata ¢ una costante nulla, da cui
segue che A;(t) = Ay(t). Dimostriamo ora l'esistenza del processo. Basta
dimostralo per M (t) martingala con le seguenti proprieta: EM?(t) < oo Vt,
M(-) continua in ¢ e t.c. M(0) = 0. Allora M(t) = M(t) — M(0) + M(0) e

MP(t) = (M(t) — M(0))* + M*(0) + 2(M(t) — M(0))M(0) =

(2.3)
A(t) — M*(0) + X (t) +2M (0) M (t)

Ai fini della dimostrazione dell’esistenza € conveniente assumere che M (t)
sia uniformemente limitata. Consideriamo dunque prima il caso in cui ab-
biamo la limitatezza. Notiamo che possiamo assumere che M (0) = 0, poiche
M(t) — M(0) e [M(t) — M(0)?*] — M?(t) sono entrambe martingale continue,
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e quindi possiamo costruire lo stesso processo A(t) per M(t) e M(t) — M(0).
Supponiamo ora che il teorema e stato dimostrato per martingale uniforme-
mente limitate. Data M(t) sia 7, = n Ainf{t < 0 : |[M(¢)| < n}. Questi
T, sono tempi d’arresto crescono a +o0o. Inoltre M, (t) = M(t A 7,) € una
martingala per ogni n, cosi per il risultato delle martingale uniformemen-
te limitate, deve esistere un unico processo crescente e continuo A, (t) t.c.
A,(0) = 0 e M2(t) — A,(t) ¢ una martingala per ogni n. Se m < n, allora
M2(t A7) — An(t A 7o) & una martingala. Poiche M, (t A 7,,) = M,,(t), per
I'unicita si ha che A, (t A 7,,) = A (t), ovvero A, (t) = A, (t) per t < 7.
Cosl possiamo definire A(t) da A(t) = An(t) per t < 7,. Osserviamo che
E[A,(t) — Ap(1), t > 7] = E[M2(t) — M2(1,), t > 7,) =0 , cosi A,(t) &
costante per t < 7,. Inoltre A, (t) T A(t). Dalla disuguaglianza di Jensen si
ha:
M2(t) = M(t A7) < EOEA(E) | Snmy)

cost {M?2(t), n < 1} & uniformemente integrabile V¢. Di conseguenza possia-

mo passare al limite nella proprieta di martingala:
BE(M(t) — Au(t) [35) = My (s) — Au(s), s <t,

e concludiamo che M?(t) — A(t) ¢ una martingala.

Assumiamo ora che |M(t)| < K per ogni t. Per dimostrare il teorema in
questo caso, ci riconduciamo a delle considerazioni che avevamo fatto sul
Moto Browniano. In questo caso il processo crescente che stiamo cercando e

la variazione quadratica fino al tempo ¢. Sia 7 la partizione di [0, 00):
T={0=s9<s1 <89 <..}

con s — 00, definiamo il processo A,(t) come:

An(t) = [M(s5) = M(s;-0)]* + [M(t) — M(sy)]?

J=1

se s <t < Spy1- Se s < t prendiamo k < [ cosicche s, < s < Spy1 €
sp <t < spy1. Allora



Segue che:
BlAx(t) — Ax(s) | Si] = E[M*(t) — M*(s) | 3] - (2.4)

Infatti per k£ < [ si ha:

E[Ax(t) = Ax(s) | Sl = D E[M?(s5) — M?(s5-1)|Su+

B[(M (sps1 — M(s1))?|S] + B[M?(t) — M?(51)[Ss] — [M(s) — M(s1)]*
(2.5)

dove la somma che compare ¢ una somma telescopica. Di conseguenza dalla
2.4 si ha:
M2() — A (1) (2.6)

e una martingala continua. Il processo A, e perd non crescente, per avere un
processo crescente abbiamo bisogno di fare un limite sulla partizione 7= come

la partizione diventa piu fitta, e quindi la cosa principale e che
BlAL(t) = Au(t)
sia limitata, dove 7 e 7’ sono due partizioni che soddisfano: ¢t € # C 7’. Se
' ={0=350 <51 <$2<..}

sia & = M (s;) — M (s;) 'incremento corrispondente alla partizione 7’. Allora

gli incrementi corrispondenti alla partizione 7 sono della forma:

§14 ot Gk St o Sy s

dove 0 < k; < kg < .... Ricordando ora che M(t) ¢ uniformemente limitata,

dalla proprieta di maringala se 1 <17 <1y < ... <741 <1y, si ha:
E, +...+&)=FE& +...+ & — 1E(£il‘%3il71)> =0. (2.7)

Se m ¢ definito da s, = t, allora:

m km m
Ar(t) — Ap(t) = Z(fk?z'—l ot ER)? - Zf? = QZ ;
i—1 =1 i=1

13



dove

T, = Z &i&j -

ki1 <i<j<ky
Di conseguenza
E[A:(t) = Aw(t)? =4 ET? . (2.8)
Usando ora la 2.7 abbiamo:
ky
BEITf| = ), BE&&) = Y ElM(sjm— M(si ) -
K 1<i,i’'<j<k J=ki—1+1

Sia ora dyr4(€e) il modulo di continuita del cammino di M(-) sull’intervallo
[0, ], allora;

[

m km m %
N BT < Esyy (In) Y& < (ESy(In))? <Z€> . (29)

=1 j=1

Adesso abbiamo bisogno di limitare il secondo termine dell’equazione (2.9),

per farlo usiamo la (2.7) due volte, abbiamo quindi:
km
E (Zg;) 235 +2ZE§ Z £ =
= Jj=i+1
77L k“’"l
ZE§ +2ZE§ <Z @) -

Jj=i+1

(2.10)
ZEg;[M(sj) — M(s;_1))* + 2ZE§ (sk,.) — M(s;)]> <
j=1
km m
12K°E Y & = 12K°E (Z §j> < 48K* .
j=1 Jj=1
Unendo le equazioni (2.8), (2.9) e (2.10) otteniamo:
E[A(t) — Au()]> < 28K (ESM, (7)) . (2.11)

Poiche M(-) & uniformemente limitata e continua, il termine di destra tende

a 0 per |r| — 0. Adesso prendiamo 7, la partizione con s, = k/2", e t intero

14



positivo. Poiche A, (s) —Ax (s) € una martingala continua per la(2.6), dalla

disuguaglianza di Doob abbiamo che:

E(max[Ax, (s) — Ar, (s)])? <4E[A;, (1) — Ax ()] . (2.12)

0<s<t

Il termine di destra nell'ultima equazione tende a 0 per m,n — oo per la

2.11, allora deve esistere una sotto-sequanza ny tale che:

E F | max
% 0<s<t

A, —A
k+1

<o,

ﬂ-nk

la quale implica che
A(s) = lim Ar, (s)

esiste q.c. e soddisfa tutte le proprieta richieste. In particolare A;(s) ¢ un

processo crescente in quanto € una funzione crescente di s su 7.

2.7 Variazione Quadratica del moto Browniano

La variazione quadratica del moto Browniamo € uno strumento molto impor-
tante per lo studio degli integrali stocastici. Osserviamo che per quanto visto
precedentemente, il moto Browniano ha la particolarita di avere cammini
continui ma non essere q.c. differenziabile. Questo perche il moto Browniano
¢ una martingala continua ma non ha variazione limitata.

Sia {W;}+>0 un moto Browniano. Data una partizione di tempi dell'interval-
lo [0,t], 7 =1{0 = s9 < 51 < ... <8, = t}, sia 7| = maxj<j<n(t; — tiz1)

I’ampiezza massima degli intervalli che la compongono. Sia inoltre
57F = Z Wsj—l(WSj - Wsj—l)
j=1

definiamo infine

n

Y= zn: Wsj (Wsj - WS]‘—1) - Z WS]‘—l(WSj - WSJ'—1> -
Jj=1 J=1

§ (2.13)
Z(Wsj - W8j71 )2
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Y. € una v.a. definita sullo stesso spazio di probabilita sul quale ¢ definito
il moto Browniano. Inoltre quando la partizione dell’intervallo si infittisce,

ovvero il passo |r| — 0, allora: E[Y;] =t e

Var[Y] =) Var(Wy — W,_,)%) Z\/ar s — 5i-1)Z°)

J

(2.14)
_Z '_Sjl §|7T|t—>0

We ~ N(0,1).

per |r| — 0, dove Z = e

Osservazione:

Per il teorema (8) la variazione quadratica del moto Browniano ¢ A(t) = t.

Proposizione 2.19 Supponiamo che m, sia una sequenza di partizioni del-
Uintervallo [0, t].

1. Y, —tin L? owero E[Y,, —t]*— 0 per |m,| — 0.
2. Y, — t in probabilita.

3. 8e ) |m| < oo, allora Yy, —t q.c. per n — oo.

Dim:
Dimostriamo la 1) usando il risultato ottenuto precedentemente dalla varia-

zione quadratica e la disuguaglianza di Chebyshev. Infatti:

t|m, [Var(Z?)

€

1
P(|Ya, —t| > €) < 5 Var(Yq,) < — 0 per m, =0 .
€

Poiche la convergenza in L' implica la convergenza in probabilita, dimostria-
mo la 3). La 3) segue dalla disuguaglianza ottenuta in 1) e dal primo lemma
di Borel Cantelli:

t| 7, | Var(Z>? 1
LJ) = Et\/:ﬂ(z?) Dl < 00

n

P(Ye, —t] 2 ) < 120

Allora applicando il lemma di Borel Cantelli possiamo dire che:

In(w) t.c. Yn > n(w) |V, —t| < € e allora limsup |Y;, —t| < € q.c.
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2.8 Costruzione dell’Integrale Stocastico

In questo paragrafo introduciamo l'integrale stocastico, strumento utile ai
fini dello studio delle equazioni differenziali stocastiche. Sia Y(s) & un pro-
cesso stocastico ed M(s) € una martingala a quadrato integrabile. L’integrale

stocastico e definito nel seguente modo:

A}@wmm)

Un caso interessante per le applicazioni ¢ quando M (s) = W (s), dove W (s)
moto Browniano. Per prima cosa facciamo vedere come si costruisce l'inte-

grale stocastico per processi semplici.

Definizione 2.20 Processi semplici:
Sia {t;}r>0 una successione crescenti di tempi, t;, T 0o. Siano {Y;}i>1 va-
riabili aleatorie 3y, -adattate e t.c. |Y;(w)| < K Vi. Una funzione semplice

predicibile ¢ un processo stocastico del tipo:

Y(t,w) = Yo(w) Lo (t) + ZY Lo (1)
Per le funzioni semplici predicibili, l’integrale stocastico é:
t 00
Ar@:/y@dM@zzymmAmmqwmmy
0 i=1

Notiamo che questa somma ¢ finita

Notazione: Data M (t) martingala a quadrato integrabile e indichiamo con

A(t) il suo processo varianza scriviamo che:
A(t) = (M, M),

Teorema 9 Se Y (t) é un processo semplice predicibile, allora

]W@:AY@MW)

e una martingala a quadrato integrabile . Il processo varianza corrispondente
ad M* ¢ .
m@:/y%mm@.
0
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Dove A(s) &l processo varianza relativo a M (s). Infine, E supgc < [M*(s)]*> <
4E A*(t).

Definizione 2.21 Sia H lo spazio dei processi stocastici adattati Y (t), i cui

cammini sono continut a sinistra e t.c. V1 < 0o

V]2 ::E/O Y2(s) dA(s) < oo .

Inoltre, per ogni elemento Y di H, diciamo che Y, —= Y se Y, =Yl|lr —
0vT > 0.

Osservazione: Se Y € H, alloraY € H e ||Y]||2 < K?E M?(t).
Proposizione 2.22 La classe dei processi semplici limitati sono denst in H.

Teorema 10 L’integrale M} = ng(s,w) dM(s) per'Y processi semplici e
limitati s1 estende 1n modo continuo per tutti gli Y € H in modo che sia una

martingala continua a quadrato integrabile. 1l processo varianza di M; € dato

da f(f Y?2(s,w) dA(s) e

E [/OtY(s) dM(s)r - E/Ot Y2(s) dA(s) . (2.15)

L’equazione (2.15) & nota come isometia di Ito.

Dim. Per la proposizione precedente, dato Y € H, esiste una successione
di funzioni semplici predicibili Y,, tali che ||Y,, — Y||r — 0 per ogni 7. In
particolare osserviamo che {Y,,} ¢ di Cauchy infatti

1Y =Yollr < |[Ya=Y||l2+||Ym =Yz — 0 per m,n — oo. Adesso sfruttando

la definizione di Y,, e Y,, per linearita si ha:

t<T t<T

Elsup!( /O Yo (s)dM, — /0 Y, (s)dM.)?] = Elsup! /0 (Ya(s) — Yiu(s))dM,)?

< 4] / (Yi(5) — You(s))dM,)?] = 4E / (Ya(5) — V() dA(s)

=4||Y,, — Y|l7 = 0 per n,m — oo .
(2.16)
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Adesso prendiamo una sottosuccessione {ni} t.c. ||V, — Yo, |3 < 555 In

questo modo abbiamo:

t t 1
P(Sup / Ynde(S)—/ Yo, dM(s)| > 2k/\j)
t<T |Jo 0 4
N t t \ (2.17)
<295 (sup( [ V) - [ VaMor) < o
<1 Jo 0 272"

Allora per il lemma di Borel-Cantelli la successione diventa di Cauchy e

quindi converge q.c. a
t
/ Y (s)dM(s) (2.18)
0

Si noti come la convergenza non dipenda dalla scelta della successione {ny}.

Ora per dimostrare che (2.18) e una martingala a quadrato integrabile e che

2

[veaue] - [y

e una martingala. Notiamo che Y,, — Yin H implica che

[ vasani) = [ v

/Ot Y2dA(s) — /Ot Y2dA(s)

rispettivamente la convergenza ¢ in L? e L'. Questo permette il passaggio
del limite sotto il segno di aspettazione in entrambi i casi nell’applicazione

della proprieta di martingala.

Esempio 2 Sia dato ["integrale stocastico:

t
/ W(s) dW (s) .
0
Calcoliamo la media e la varianza.

Cominciamo controllando che W (s) sia in H quindi che
t
E/ W?2(s) dA(s) < oo .
0
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Per il teorema di Fubini,

E/Oth(s) dA(s) :/Ot EW?2(s) ds:/otsds:g

Calcoliamo ora la varianza:

(/W dW)-E/W2 =

Ora calcoliamo la media:

/W v =2 v (5) (v () - (5))]

N
— onv

Infine calcoliamo 'integrale:

2 [ W) aw(s) = lim {2 Do () (W () = W (00) 5 W 1)V 6) W(tn»}
= - Z H—l + Z H—l ( %)) + W(tn)(W(t) - W(tn)>

=t W2(t,) — 0+ W(t)(W(t) — W(tn)) = —t + W2(t) .
(2.19)

In conclusione abbiamo quindi ottenuto che:
W2 t
/ W(s) dW(s) = — + =

2.9 Formula di Ito

La formula di Ito € uno strumento importante nel calcolo stocastico. Diamo

di seguito il teorema della formula di Ito per martingale.

Teorema 11 Suppomamo che f sia una funzione C* per la quale
E[[a[f/(M(s))]* dA(s)] < oo e B[ [y f"(M(s)) dA(s)] < oo Allora:

M) - / 7 (MM, + = / F(M(s)) dA(s) .
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Esempio 3 Calcoliamo [’integrale

t
/ Wy dW
0
usando la formula di Ito data dal teorema, dove in questo caso M(t) = W (t)
e prendiamo f(x) = 322, allora abbiamo che:
! ! 21 ()t
[weyaw.= [povyaw =53 [as =101
; ; 2 2, 2 2

Teorema 12 Date M, (t) ed My(t) due martingale continue a quadrato inte-
grabile, esiste un unico processo continuo (M, Ms) a variazione limitata su

intervalli di tempo finiti, t.c.
M (t)Ma(t) — (M, Ma)
e una martingala.

Teorema 13 Formula di Integrazione per Parti Se M (t) ed Ms(t) sono due

martingale limitate e continue, allora

Ml(t)MQ(t) = MI(O)M2(O)+/O Ml(S) dM2<8)+/0 MQ(S) dM1(8)+<M1,M2>

2.10 Tempo Locale del moto Browniano

In questo paragrafo parleremo di un’altra quantita che ¢ associata al moto

Browniano.

Definizione 2.23 Il Tempo Locale

Si definisce tempo locale del moto Browniano, la misura su R che associa ad
ogni insieme A il tempo che spende il moto Browniano in un certo insieme
A CR, ossia:

/O t 1a(W,) ds.

Teorema 14 Va € R 3 un processo continuo e crescente L,(t) che soddisfa:

t
Wy —a| —|a| = / sgn(Wg — a) dWy + L,(t) (2.20)
0
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Dim: L’equazione (2.20) ¢ nota come Formula di Tanaka.Per comodita di
notazione, nella dimostrazione consideriamo a = 0. Se f(z) = |z| fosse una

funzione C? allora I’equazione sarebbe esattamente la formula di Ito e Lo(t)

%/Otf”wv

Approssimiamo quindi la funzione f con funzioni C2. Prendiamo f,(z) =

sarebbe

Lg(nz), dove

(2) = s(—at+ 622 +3) selr|<1
g |z| se|z|>1

Allora le funzioni f,, € C? e convergono uniformemente ad f. Per la formula

di Ito applicata alle f,, si ha:

)10 = [ wgan,+ L

Per 'isometria di Ito,

ay e (W,) f;<ws>dwsr -z [ an(W,) — £,(W,)ds

—F / [sgn(W,) — (W)L, <1ds + / [Sg(W,) — (W) Ly, o1ds

g/o P(|W,| < )ds—/ﬂ (yBl|<Lf)d <Cl

(2.21)

Abbiamo quindi dimostrato la convergenza in L2, vorremo invece adesso di-
mostrare la convergenza q.c. quindi ripetendo i conti in maniera analoga ma

per f,2 otteniamo che:

/fn2 ) AW —>/ sgn(Wg)dWys q.c.

e quindi definiamo il tempo locale come:

t

1
Lg = hm — fllz(Ws)dS

n—oo 2 0 n

Osserviamo che Ly ¢ continuo ed & crescente poiche f; > 0.
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3 Equazioni differenziali stocastiche: risultati

di esistenza e unicita

3.1 Definizione ed esempi

Consideriamo ’equazione differenziale stocastica:
dX(t) = a(t, X (t))dt + o(t, X(t))dW (t) (3.1)

I coefficienti dell’equazione differenziale stocastica a(t,z) e o(t,x) sono fun-
zioni definite e continue per t € [0,7] e x € R e prendono il nome rispet-
tivamente di drift e coefficiente di diffusione. X (¢) € la soluzione di questa
equazione e W(t) ¢ il moto Browniano. Il processo aleatorio X(¢) ¢ una

soluzione di (3.1) in [0, 7] se soddisfa le seguenti condizioni:

1. Denotando con S, 0 < t < T la piu piccola o — algebra rispetto alla
quale le variabili X (s) per s < t e W(s) sono misurabili, il processo
Wi(s) = W(t+s) — W(t) non dipende da ;.

2. Denotando con H[0,7] lo spazio delle funzioni aleatorie misurabili
©(t), tali che V¢t € [0,T] sono 3 — misurabili e per le quali 'inte-
grale fOT Q2(t) dt < oo q.c., |a(t, X (1))
H,[0,T7;

e o(t, X(t)) appartengono a

3. Se il processo X (t) e soluzione di (3.1) allora segue per la proprieta 2)
che X (0) e indipendente da W (t) — W (0) per ¢t > 0. Usando la defini-
zione dell'integrale stocastico, possiamo esprimere 1'equazione (3.1) in

forma integrale come segue:
X(t) = X(0) —{—/0 a(s, X (s)) ds —|—/0 o(s, X(s)) dW(s) (3.2)

Osserviamo che I'equazione (3.1) e (3.2) sono equivalenti e sono risolte per
un dato X (0) indipendente da W (t). Inoltre se o(z,0) = 0, allora I’equazione
(3.1) puo essere considerata come un’equazione differenziale ordinaria.

Ora assumiamo che vogliamo risolvere una SDE per o(z) > e a(x).
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Usando la formula di Ito consideriamo una trasformazione dell’equazione dif-
ferenziale stocastica (3.1). Sia u una funzione C? e definiamo Y (t) = u(X(¢)).

Applicando la formula di Ito alla funzione u abbiamo che:

v -y = [weeax, 5 [ ),
0 0 (3.3)

_ /O [u’(XS)a(XS)+%u”(Xs)oz(Xs)]ds+ /O o (X))o (X,)dW,

Riscriviamo Y in forma differenziale:

dove ¢ = u/(X,)o(Xs) e a(Xy) = v'(Xs)a(X,) + su”(X,)o%(X,). Adesso se
a'(X;) =0, allora

1
u'(Xs)a(Xs) + §u”(Xs)a2(Xs) =0.
Troviamo quindi che la soluzione del problema per u/(0) = 1 &:

_ 2a(?) dz

Y(2) = d/(X) = b ~2o”

Adesso la funzione u & C? e strettamente crescente, quindi esiste la sua inversa
che chiamiamo v. Allora Y (t) = u(X(¢)) da cui v(Y (¢)) = v(u(Xy)) = Xi,

quindi abbiamo che:

dove

ma X, = v(Y;) allora,
7(Ys) = v/ (v(Ys))o(v(Y5)) -

Vogliamo adesso risolvere la SDE quando il drift € identicamente nullo, quindi

abbiamo:
dX(t) = o(Xy)dW; .
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Vorremmo trovare qual e il processo X; soluzione dell’equazione. A tal fine
dimostriamo il seguente teorema il quale ci fornisce una forma esplicita del
processo utilizzando il tempo locale del moto Browniano. Prima di enunciare
il teorema abbiamo bisogno delle seguenti definizioni.

Sia m una misura su R t.c.

400
/ e~ lem(dx) < oo per € >0 .

Sia
400
At) = /_ Lo(t)m(da) < oo

[e.e]
la quale ¢ continua q.c. e strettamente crescente. Sia 7(¢) la funzione inversa
di A(2).
Teorema 15 Sia c¢(z) una funzione continua e positiva in R.

Sia m(dz) = ¢ H(x)dw t.c. soddisfi

+oo
/ e~ lPlec™ 1 (x)dx < oo per € > 0

[e.9]

inoltre c(x) < K(1 + |x|%), per K costante e 0 < o < 2. Allora esiste un
moto Browniano standard Z(t) t.c. il processo

soddisfi .
X(t) :/0 o(Xs)dZ(s) .

Dim: Dimostriamo che 7 € un tempo d’arresto. 7 € un tempo di arresto se
{7(t) < s} € Q. Poiche {7(t) < s} = {t < A\(s)} € S, allora 7 & un tempo

d’arresto. Dimostriamo ora che 7 ha media finita infatti:

Elr(t)] = /0 "Plr(t) > s)ds — /0 CP( > A(s))ds (3.4)

Enunciamo ora un teorema riguardante il tempo locale del quale verra omessa

la dimostrazione.

Teorema 16 Sia ¢ una funzione continua e positiva su R, allora vale:

/Ocp(W(s))ds:/_ Oogo(a)La(t)da q.c. (3.5)

o0
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Per il teorema appena enunciato si ha:

36 = [ ] e = [etw)

> [ imm 2 | K0 }

Di conseguenza per s > tK,

(3.6)

stK

mM@stP</m%W”Zii?_>

Sy T (/ I, |"‘dr> (3.7)

- gK—SZ;g </ 'WT'Q‘”)

per ogni k > 0. Se k ¢ sufficientemente grande, garantisce che E[7(t)] < occ.
Adesso vorremmo dimostrare che X (t) = W(7(t)) e X?(t) — 7(¢) sono mar-
tingale rispetto alla filtrazione {3, t > 0}. Osserviamo che (X, X), =
(W, W)@ = 7(t) e che il tempo locale soddisfa la seguente traslazione
temporale:

Lo(t) = La(8) + La(t + 5) 005 per s <t

allora anche )\ e 7 soddisfano:
A(t) = A(s) + A(t +5) 0 Or(5) per s <t

T(t) =7(s) + 7(t 4+ 5) 0 O-(5) per s <1

Per la proprieta di Markov forte si ha quindi che:
E[Y(r(t) | Se9) = EYCDY (r(t = ) = Y (r(s)) -

Definiamo ora

t 1
Z(t):/o J(X—(S))dX(s)

per l'isometria di Ito si ha:

b w0
2= | w0 = |
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Dal teorema (16) segue inoltre che
+o0o Lx t +o00o
(2.7, :/ %d:p :/ Lo(r(8))mldz) = A (1)) = .
e C(x e~
Dunque Z(t) ¢ una martingala t.c. Z(0) = 0 e (Z,Z); = t, dunque Z(t)
e un moto Browniano. Infine usiamo il seguente risultato per concludere la

dimostrazione. Supponiamo che Y e Y Z siano in Hy, e

t
M*(t) = / Y (s)dM(s)
0
Allora . .
/ Z(s)dM™(s) = / Z(s)Y (s)dM(s) .
0 0
Dunque per applicare il risultato alla dimostrazione basta rinominare le va-

riabili nel seguente modo: M(s) = X(s), Y(s) = o‘()(l(s)) e Z(s) = a(X(s)).

Dunque

M (1) = /0 %dX(s):Z(t)

che completa la dimostrazione.

Esempio 4 FEquazione di Ornstein- Uhlenbeck
Risolviamo in questo esempio la sequente equazione stocastica nel caso uni-
dimensionale:

Vogliamo dimostrare che:

1. X(t) = e (X, + fg e®dWs), a0 > 0, ¢ soluzione dell’equazione diffe-

renziale stocastica:

t t
Xt—X():/ dWS—oz/ X.ds
0 0

2. Calcolare la media, la varianza e la covarianza del processo X;;

3. Determinare quale sia la distribuzione asintotica del processo quando

t — oo.
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Per dimostrare la 1) ¢ sufficiente applicare la formula di Ito per parti. Sia
Yi=eesiaYy, = (Xog+ fot e**dWs). Osserviamo che (Y7,Y;) = 0 perche

Y] non ha parte martingala. Applicando la formula di Ito si ha:

dX (1) = VidYs + YadYy = e™e*dW, + Ya(—ae™")dt

' (3.9)
= dW, + (Xo + / ea“”dW5> (—ae)dt = dW, — a X, dt
0

integrando otteniamo ’equazione di partenza:

t t
Xt—XO—/ dWS—a/ Xds
0 0

che & quanto volevamo dimostrare.

Eseguiamo ora i calcoli del punto 2).
t
EXi|=F [eath + eat/ eades} = E[Xoe ] = e E[X,]
0
Calcoliamo ora la varianza:
Var[Xt [ ] — E[Xt]2

t t
(EXQ “2t | Be? / e d(W, W), + 2X,Ee / e“SdWS)} — e ' BX,)?
0 0
t
- B [G—QatX } + e—QOctE |:/ 620¢st:| o 6_2atE[X[)]2
0

1
— e—2atvar(X0) 4 e—Qat%(GQQt . 1)
1 1
—2at
= Xq) — — — .
<Var( 0) 2(1/) + 20

(3.10)
Calcoliamo ora la covarianza dove ricordiamo che X, e indipendente da W;.

Cov(Xs, X¢) = E(XsXy) — E(Xo)E(X;) =

E Ke—M(XO+ /0 s e“dez)) (e—at(X0+ /O t eo‘deS))} — e T BX)?

tAs tAs
_ e—a(t+s)var(X0) +E |:e—oc(t+s)/ eaudwu/ eaudwu:|
0 0

1

= ¢~o(t+9) [Var(Xo) + ﬁ(GZa(t/\s) — 1)] .

(3.11)

28



Dimostriamo la 3): osserviamo che per ¢ — oo , X; & un processo gaus-
. . . 2 _ _
siano stazionario, Xo ~ N(0,Z) con Cov(Xs,X;) = s-e =5l Inoltre, la

convergenza ottenuta ¢ una convergenza in legge.
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3.2 Soluzioni Forti

Dato (2,3, P) spazio di probabilita e W = {W;, 34,0 <t < oo}, W(0) =0
moto Browniano standard. Ricordiamo che 3y = 0(N;>:S;) ¢ la filtrazione.

Consideriamo l’equazione differenziale stocastica
dX(t) = a(t, X (t))dt + o(t, X (t))dW (t) (3.12)

dove a(t,z)),o(t, ) sono definite e continue per z € R e 0 <t < o0;
X = {X;,0 <t < oo} processo stocastico continuo soluzione dell’equazione
(3.12).

Definizione 3.1 Dato uno spazio di probabilita (2,3, P), un moto Brownia-

no Wy e un dato iniziale x, si definisce soluzione forte dell’equazione (3.12)

un processo X = {X;,0 <t < oo} continuo e con le sequenti proprieta:

1. X ¢ adattato rispetto alla filtrazione y;

3. P(fy{la(s, X,)| + 0%(s, X,) }ds) = 1, Y0 < t < oo,

4. La scrittura integrale dell’equazione (3.12) ¢é q.c.

t t
X = Xo +/ a(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dW(s), 0<t<oo.
0 0
Inoltre se X e X sono due soluzioni dell’equazione (3.12) relative al moto
Browniano W con dato iniziale x, allora
P(X;=X,0<t<o0)=1.
e diciamo che sotto queste condizioni ¢’é unicita forte della soluzione.

Questo vuol dire che se esistono due soluzioni distinte per lo stesso problema
(3.12) con lo stesso dato iniziale allora queste coincidono con probabilita 1

vale a dire traiettoria per traiettoria.
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3.3 Teoremi di esistenza ed unicita

In questo paragrafo ci occuperemo dei teoremi di esistenza e unicita della
soluzione per le equazioni differenziali stocastiche. In particolare vedremo
quali sono le ipotesi da fare sui coefficienti per dire se esiste la soluzione forte
del problema.

dX(t) = a(t, X (t))dt + o(t, X (t))dW (¢) (3.13)
i cui coefficienti a(t, z) e o(x,t) sono definite e misurabili per ¢ € [0,7] e z €
R. Proveremo l'esistenza e unicita della soluzione forte per date condizioni
iniziali. In particolare sara sufficiente per dimostrare ’esistenza e unicita che
i coefficienti soddisfino le condizioni di Lipschitz. In particolare nel dettaglio

1 seguenti teoremi riguardano:

1. Teorema (17): L’esistenza ed unicita della soluzione forte nel caso in cui
il drift soddisfa la condizione di Lipschitz e il coefficiente di diffusione

o =1.

2. Teorema (18): L’ unicita della soluzione forte nel caso in cui il drift
e il coefficiente di diffusione sono uniformemente Lipschitziani e con

crescita lineare.

3. Teorema (19): L’esistenza ed unicita della soluzione forte nel caso in cui
il drift e il coefficiente di diffusione soddisfano la condizione di Lipschitz

e con crescita lineare.

4. Teorema (20): L’esistenza ed unicita della soluzione forte nel caso in
cui il drift soddisfa la condizione di Lipschitz mentre il coefficiente di

diffusione ¢ Holderiano.
Enunciamo il seguente teorema che verra richiamato spesso nel capitolo.

Lemma 3.2 Lemma di Gronwall:
Sia ¢ una funzione C([0,T]) t.c.

t
e <ct [ glopls)ds, te 0T
0
dove c € R e g una funzione continua e non negativa. Allora si ha:

o(t) < celo9)ds 4 ¢ 0,77 .
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Dim.

Poniamo

Per ipotesi ¢ < F' poiche g e una funzione non negativa e si ha:

d

dt(efé KG(1)) = b 1B~ g(£)G(E) + g () (1) 0.

Integrando otteniamo che:
elo 9 G (1) < ¢

e quindi
o(t) < G(t) < celo9@)is

che ¢ quanto volevamo dimostrare. Il risultato di questo teorema sara utile

nei teoremi che seguono.

Teorema 17 Supponiamo di avere la sequente equazione differenziale stoca-

stica nel caso unidimensionale:
dXt = a(t, Xt>dt + th

con dato iniziale Xo = x, la funzione a(z) : R — R t.c. |a(t,z) — a(t,y)| <

Lz —y|, e 0 = 1. Allora esiste ed é unica la soluzione forte del problema.

Osservazione:
Osserviamo che la restrizione che facciamo sul drift & piuttosto forte in quan-
to senza questa ipotesi la soluzione potrebbe raggiungere valori infiniti in
un tempo finito e in questo caso si dice che c¢’e¢ un tempo di esplosione del-
la soluzione. Vediamolo meglio con il seguente esempio cosa significa pri-
ma di passare alla dimostrazione del teorema. Consideriamo per esempio
I’equazione: t
Xy =1+ / X2ds

0

1

1—t
finito la soluzione esplode. Quindi al fine di ottenere I’esistenza globale della

la cui soluzione ¢ X; = che esplode per t 1 1. Ovvero in un tempo

soluzione, bisogna imporre condizioni piu forti sui coefficienti. Torniamo ora
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alla, dimostrazione del teorema:
Dim:

Costruiamo la soluzione per approssimazioni successive:

t
X1 (t) = Xo + / a(s, X2)ds + W,
0

(3.14)
X, (t) = X(0) + / a(s, X"\ + dWV;

t
X1 (t) = X(0) + / a(s, X)ds + dW,
0

Quello che vogliamo dimostrare e che per n — oo, X}* converga alla soluzione.

Definiamo ora D\ := maxq<s<; | X"+ —X7|, osserviamo che D? < C(x, t, max, W,),

allora Dg") < LZf C, Vn e Vs < t. Se dimostriamo che questo e vero, allora

D, — 0 per n — oo e avremo la convergenza voluta. Lo dimostriamo per

induzione:

t t
‘Xﬁ“) — x| < / la(s, XT) — a(s, X"7Y)| ds < L/ | XM — X771 ds
0 0

t t n—lsn—l Lntn
SL/ Dg”_l)dsgL/ C——ds=C—— — 0pern— oo .
(3.15)

Questo termina la dimostrazione dell’induzione. Adesso per costruzione pos-

siamo scrivere che:

XM =g+ i (X — x=1)
j=1

ed inoltre sappiamo che :

sup | X7 — X7 < CLJ,fJ < 00

0<s<t J

quindi quanto n cresce la seguente serie converge

zn:CL;'j < 00

J=1
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)

da cui otteniamo che X{" — X, per n — oo, Vs < t, dove X, e soluzione

della SDE. Per controllare facciamo la prova:
t
X,—z= / a(Xs)ds + W,
0
Passiamo ora al limite a destra e a sinistra:

t
lim (X™) = lim z + l / a"V(X,)ds + W,
0

n—oo n—oo

ed otteniamo che: ,
X, =x+ / a(Xs)ds + Wy
0

dove abbiamo potuto potare il limite sotto il segno di integrale a destra per
la BDD. !

Dimostriamo ora Punicita della soluzione. Supponiamo che X; ed X, siano
entrambe soluzioni per la stessa equazione differenziale stocastica, con stesso

dato iniziale:

t
Xy =x+ / a(Xs)ds + W,
0

t
X, =z+ / a(X,)ds + W,
0

Per dimostrare che queste sono uguali, facciamo vedere che la loro differenza

\0
</
0

Ora applichiamo il lemma di Gronwall e denominando con ¢(t) = | X, — X,],

X=X < [ falx) - a(Xy)

t
ds < L/ 1 X, — X,|ds (3.16)
0

si deve avere necessariamente che ¢ = 0 e quindi le due soluzioni devono

coincidere q.c.

'BDD: Supponiamo {X,,} variabili aleatorie t.c. X,, — X q.c. Se esiste una costante
finita K t.c. | X, (w)| < K, Vn,w allora E|X,, — X| — 0 per n — co.

34



Teorema 18 Supponiamo che i coefficienti a(t,x) e o(t,z) siano continui

i entrambe le variabili. Supponiamo inoltre che soddisfino:
1. per qualche k > 0

la(t, 2)* + o (t, 2)|* < K1+ 2|

2. Vn esiste L, t.c.

lat, z) = a(t,y)| + |o(t,2) = o(t,y)] < Lnfz —y|

con x| < n eyl < n. Allora si ha unicita in senso forte della soluzione.
(Quindi vol dire che se prese due soluzioni distinte dello stesso problema

queste sono indistinguibili).

Dim.

Supponiamo che X e X siano entrambe due soluzioni forti dell’equazione
(3.12) definite V¢ > 0, relative allo stesso moto Browniano W e con stesso
dato iniziale z sullo stesso spazio (€2, S, P). Definiamo due tempi di arresto
T, = inf{t > 0; | Xy| > n} e 7, := inf{t > 0; |)~(t] > n} per n > 1. Poniamo

Sy = Tn A T, Chiaramente lim,, ., S,, = +00, q.c. e

tASy 5 tASn 5
Xt/\Sn_Xt/\Sn = / {CL(U, Xu)—CL(U,, Xu)}du+/ {g(quu)_J(uaXu)}qu
0 0

Ora usando che (a+b)? < 2a%+2b* | la disuguaglianza di Holder e I'isometria

di Ito, otteniamo:

~ 2
E|Xins, = Kuns,

2 2

< 4E +AE [ /0 " ol X,) — ol Xu))qu}

2

du

tASn B
/ (a(ua Xu) o a(ua Xu))du
0
tASn 2 tASh
< 4tE/ du + 4E/
0 0

t
AT DL [ B Xuns, ~ K, P
0

o(u, X,) —o(u, X,)

a(u, X,,) — a(u, X,,)

(3.17)
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Applichiamo adesso il lemma di Gronwall e poniamo
o(t) = E[| Xuns, — Xuns,|?] si ha che E | Xyns, — Xuns, |> = 0, di conseguenza

si deve avere che X = X q.c. allora
P(Xips, = Xins,, t €0,T])) =1.

Abbiamo dimostrato quindi che i due processi sono indistinguibili e passando

al limite per n — oo otteniamo che:
P(Xt - Xt,t € [07T]> - ]_ .

Per dimostrare l'esistenza della soluzione, bastera generalizzare il procedi-
mento delle approssimazioni successive come nella dimostrazione del teorema
(17) per o > 0.

Teorema 19 Data un’ equazione differenziale stocastica (3.13), se le sequen-

ti condiziont sono soddisfatte:

1. La funzione a(t, X (t)) e o(t, X (t)) sono definite pert € [0,T] e x € R

e sono misurabili nei loro argomenti;
2. FEsiste una costante K t.c. pert € [0,T] eV x,y € R vale:

o |at,z) —alt,y)| +|o(t,z) —o(t,y)| < K|z —y]
o la(t,x)]* +|o(t,2)* < K(1+ |2f?)

3. X(0) ¢ indipendente da W (t) e E[X(0)?] < oo

Allora esiste una soluzione nell’intervallo [0,T] dell’equazione (3.13) che

soddisfa le sequenti condizioni:
1. X(t) é continua con probabilita 1 e X (t) = X(0) pert =0.
2. supg<<p E[X(1)%] < 00

Inoltre se X;(t) e Xo(t) sono due soluzioni della stessa equazione (3.13) e

soddisfano le proprieta 1) e 2) allora

P{sup |Xi(t) — Xo(t)| =0} =1.

0<t<T
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Dim:
Dimostriamo per prima cosa l'unicita della soluzione. Siano Xi(t) e Xs(t)

due soluzioni distinte t.c.:
Xi(t) = X(0) + [ a(s, Xi(s))ds + [, o(s, X (5))dW (s), i = 1,2
allora

BIXy(t) — Xa(t)]®

:E{

<4E [/Ot |a(s, X1(s)) — a(s, Xa(s))] dé} 2

T

/0 (a5, X,(s)) — a(s, Xo(s)))ds + / o5, X1 (5)) — (s, Xa(s))|dW (s)

+48 ] [[lots. 5,060 - a(s,xz<s>>|dw<s>]2

< a8 [ [ la(s, X,(6)) — s, Xalo) s

+48] ['lots.,(6) - ot Xa(o) s

< AT+ 1 [ s, X106)) —als Ko + o5 X2(6) = (s Xats)) s

< (AT + DI2E /Ot X1 () — Xa(s)|2ds

= 7+ 0 [ X)Xl s

(3.18)

Abbiamo quindi ottenuto che :
t
EIX\(t) — Xo(t)? < (4T + 1)/815/ E|Xu(s) — Xa(s)|?ds
0

ed applicando il lemma di Gronwall si deve avere necessariamente che F|X;(s)—
Xa(s)| = 0 e quindi P(X; = Xy) = 1,Vt € [0,T]. Ora vorremmo portare

I'operatore Vt all’interno della probabilita, vorremmo poter dire che
P(Xl(S) = XQ(S) Vs € [O,T] ﬂ@) =1.
A questo scopo dimostriamo il complementare e vorremmo quindi che:

PEse[0,T]NQ t.c. Xi(s) # Xa(s)) =0
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Ora [0,7] N Q & un insieme numerabile allora:

P(3s € [0, 7] NQ t.c. X1(s) # Xa(s)) < Z P(X1(s) # Xa(s)) =0

te[0,7]NQ

che & il complementare, per quanto dimostrato prima, di P(X; = X3) =
1. Dimostriamo adesso l'esistenza della soluzione di (3.13) che soddisfa le
condizioni 1) e 2).

Costruiamo la soluzione per approssimazioni successive:

X (t) :X0+/0 a(s,Xo(s))ds+/0 o(s, Xo(s))dW (s)

iterando,

t t
X,(t) = X(0) +/ a(s,an(s))ds—i-/ o(s, Xn_1(s))dW(s)
0 0
Adesso con ’aiuto della stima usata nella dimostrazione dell’unicita dimo-

striamo che:

E[Xni(t) — X (8)]?

= F [/0 a(s, Xn(s) —a(s, X,—1(s)))ds +/0 o(5,X,(5)) — o(s, Xp_1(5))dW (s)

2

< L/O EIXo(s) — Xo_1(s)]ds .
(3.19)

Dove L = 2(T + 1)k? Tterando la disuguaglianza otteniamo che :

) (s - Xo(s)|2ds] |

PXa() - X < 208 | [0

D’altra parte:

2

EIX(s) — Xo(s)]2 = E Vot a(s,X(O))ds} + E/Ot o2(s, X (0))ds

< LTK*(1+ E[X?*(0)])
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Deve quindi esistere una costante C t.c.
E[Xua(t) = X, (1)) < -

Osserviamo inoltre che:

sup [ X1 (t) — Xa(1)]

g/o a(s, X,(s)) —a(s, X,_1(s))ds (3.21)
+ sup. / (0(5, Xnia(5)) — (5, X, (5)))dW (s)

Conseguentemente usando la disuguaglianza di Cauchy, e la condizione di

Lipschitz, possiamo scrivere che:

E| sup 1 X1 (t) — X ()]

0<t<

t 1
< QT/ Bk X0 (1) — Xn_l(t)|2]ds—|—8k2/ Bl X () — X1 (£)2ds
0 0
k22T + 8)T LT

- (n—1)!
(3.22)
Dalla convergenza di:
1
ZP{SUP |Xn(t) = Xna(B)] > =
0<t<T n
(3.23)
R E2QT +8)TL 17t
< 2 n < oo

(n—1)!

segue 'uniforme convergenza:

X(0)+ Y [Xus1(t) = Xu(t)] < 00 g.c.

Inoltre la continuita di X (¢) segue dal fatto che ¢ uguale q.c. al limite di
un processo continuo. Passando al limite per n — +oo il processo X, (t)

converge a X (t) soluzione dell’equazione (3.13).

Teorema 20 Supponiamo che i coefficienti dell’equazione differenziale sto-

castica

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

soddisfino le sequenti:
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1. fa(t,z) — a(t,y)| < Klz =y,
2. lo(t,x) —o(t,y)| < h(lz—yl);
per V0 <t < oo, Vr,y € R, K costante positiva e h : [0,00) — R funzione

strettamente crescente con h(0) = 0 ed inoltre t.c.

<1
——du=00, Ve >0
I,

Allora sotto queste ipotesi in d = 1 ancora vale l'unicita forte della soluzione
dell’equazione (3.13).

Dim.
Per come ¢ definita la funzione h, deve esistere una successione {a,}>,

decrescente t.c. ¢ = 1 e lim,,y,oc @, = 0 €

an—1 1
\/an Wu)du:n,Vn21

Ora Vn > 1 deve esistere una funzione p, continua su R a supporto in
(Gpyap_1) t.c. 0 < p, < #(x), Vr>0e

/ B pn(z)de =1 .

Allora la funzione v, (z) = Om I3 pu(w)du dy, z € R & t.c.

e ¢ una funzione pari e C?;

o [¢(z)] <1;

o lim, o, ¥p(x) = |zf;

o {1,}>°, & non decrescente .

Ora dimostriamo 1'unicita: siano X e X due soluzioni distinte di (3.13)

t.c. Xél) = XSQ) dimostriamo che :

t
E/|O’(8,X;’2)‘2<OO
0
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A, = X(l) N X(Q)

/{ale —a(s,X?) }ds+/ {o(s, sng))}dW(s)
(3.24)

Applicando la formula di Ito alla funzione 1(A;) otteniamo che:
Un(Ay) = / U (A(s)[a(s, XV) — a(s, X1P)]ds
/ W (A(s))[o(s, X)) — o (s, XP]dW (s) (3.25)

-2 / ¥ (As) (s, XO) - os, X2 ds

Calcoliamo ora la media dell’equazione (3.25) otteniamo che:

/ ' (A(s)R(A(s) )ds < =

n

quindi e limitata dall’alto, allora
Bia(8) < B (As)[bls, XL7) — bls, XP)]ds + -

n
t t
k/ E|AJds + &
n

0

(3.26)

applicando il lemma di Gronwall deve essere che E|A,| = 0 e quindi Xt(l) =

Xt(Z) q.c. che ne conclude la dimostrazione.

3.4 Soluzioni Deboli

In questo paragrafo proviamo l’esistenza ed unicita della soluzione debole
dell’equazione differenziale stocastica (3.12) a coefficienti a, o continui e li-
mitati. Una soluzione debole ¢ una soluzione di (3.12) in cui i coefficienti
sono noti ma non e specificato il moto Browniano rispetto al quale e data
I'equazione. Quindi mentre nella soluzione forte il moto Browniano, lo spazio
di probabilita (2, S, P) e la filtrazione {S4}+>0 sono dati a priori, e il dato
iniziale x € una v.a. Sg-misurabile t.c. Xy = x q.c. , nella soluzione debole
il moto Browniano e lo spazio di probabilita sul quale ¢ definito non sono

assegnati e fanno parte della soluzione. Inoltre al dato iniziale ¢ assegnata
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una distribuzione iniziale Xy ~ p e se la soluzione e definita su (Q, S, P)
allora
P(Xy, € A) =pu(A), Ae B(R) .

Definizione 3.3 Una soluzione debole dell’equazione (3.12) ¢ una tripla:
(X, W), (22,3, P),{S:+ }+ (3.27)
dove:
1. (2,3, P) ¢ lo spazio di probabilita e {S;}; € una filtrazione di §;

2. X = {X;S;0 <t < oo} € un processo continuo e adattato in R;
W ={W;,S3;: 0 <t < oo} moto Browniano standard. Inoltre valgono
le proprieta 3) e 4) della soluzione forte (3.1) ed inoltre :

3. P [fg Ib(s, X,)| + 02(s, X, )ds < oo} —1;
4o X = Xo+ [30(s, X,)ds + [} o(s, X,)dW (s)

Definizione 3.4 Supponiamo che comunque prese (X, W), (2, S, P), {3} e
(X, W), (2,3, P), {3} due soluzioni deboli della SDE (3.12) con lo stesso
moto Browniano W e stesso spazio di probabilita (2,3, P) e con dato iniziale
uguale q.c., © due processi sono indistinguibili ovvero

P(X,=X,:Y0<t<o0)=1, allora diciamo che vale l'unicita traiettoria

per traiettoria.

Definizione 3.5 La misura di probabilita: u(A) := P(x € A) con A € B(R)
e detta distribuzione iniziale della soluzione. Diciamo che c¢’é unicita in senso
di legge di probabilita per la soluzione debole dell’equazione (3.12) se prese co-
munque due soluzioni X, X ,con la stessa distribuzione iniziale, i due processi

X, X hanno la stessa legge.
Esempio 5 FEquazione di Tanaka

Questo e il caso in cui una SDE é risolubile in senso debole ma non c’e
esistenza forte della soluzione. Si trova che la soluzione ¢ unica in legge ma

non c¢’e unicita traiettoria per traiettoria. Questo esempio prova che I'unicita
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debole della soluzione per una SDE non implica quella forte. Consideriamo

la SDE unidimensionale:

t
X, = / sgn(X.)dW, (3.28)
0
dove:
1 sexz>0
7(z) = sgn() {_1 e (3.29)

Osserviamo che il coefficiente di diffusione non soddisfa la condizione di Lip-
schitz e quindi non e possibile applicare i teoremi di esistenza ed unicita della
soluzione forte.

Se (X, W), (2,3, P), {3} € una soluzione debole, allora X; & una martingala

continua a quadrato integrabile con processo varianza:
t

<X, X >= / sgn?(X)ds =t
0

di conseguenza X; ¢ un moto Browniano standard e dunque vale 'uni-
cita della soluzione in senso di legge di probabilita. D’altra parte anche
(=X, W), (2,3, P), {3} ¢ una soluzione debole e quindi non c¢’¢ unicita in
senso forte vale a dire traiettoria per traiettoria. Ora dimostriamo 1’esistenza
di una soluzione debole. Consideriamo un moto Browniano standard W sullo

spazio di probabilita (2, <, P, 3y) e sia:

t
Bt:/ sgn(Wy)dW;
0

allora per le stesse considerazioni fatte prima B; ¢ un moto Browniano

standard ed inoltre vale
th = (Sgn(Wt))2th = Sgn(Wt)dBt

quindi possiamo dire che W e soluzione relativa al moto Browniano B;.
Dimostriamo infine che 'equazione (3.28) non ammette una soluzione for-
te. Lo dimostriamo per assurdo: Sia X la soluzione relativa ad un moto
Browniano W definito sullo spazio di probabilita (Q,S, P, ;") dove S}V ¢
la filtrazione standard per W, quindi dotata della proprieta di continuita.
Allora vale:

dW, = (sgn(X,))?dW, = sgn(X;)dX; (3.30)
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Dalla formula di Tanaka vale:
t
X,| = / sgn(X.)dX, + LX(t)
0
ed inoltre vale:

1
L (1) = lim o [{s € [0.T)t.c.|X.| < e}

e—0t

dove Li(t) & tempo locale di X in 0. Adesso dalla (3.30) e dalla (3.28)

otteniamo la seguente equazione:

t
1X,| = / dW, + L (1)
0

da cul

’Xt’ - Lé{(t) =W

di conseguenza W, ¢ il processo adattato alla filtrazione %'tXI di | X¢|. Ma per
definizione X & adattato alla filtrazione S}V ed allora abbiamo la seguente

inclusione:
X
ShNeR

e tale inclusione e assurda, da cui otteniamo che non esiste una soluzione

forte.
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4 Problema di martingala

4.1 Il Problema di Martingala di Strook e Varadhan

Fino ad adesso abbiamo visto che un’equazione differenziale stocastica
dXt = a(t, Xt)dt + U(t, Xt)th (41)

ha un’unica soluzione forte se i coefficienti a(t, X;) e o(t, X;) soddisfano la
condizione di Lipschitz. Il problema di martingala da condizioni piu generali
suoi coefficienti e permette di trovare una soluzione debole per la (4.1).
Strook e Varadhan hanno formulato come cercare la legge di un processo di
diffusione dati il drift e il coefficiente di diffusione in termini di problema di
martingala. Questo e equivalente a trovare una soluzione debole dell’equa-
zione (4.1) collegata, ma non la coinvolge direttamente.

Nota: Le dimostrazioni successive verranno fatte per semplicita di calcolo in
dimensione d = 1.

Diamo di seguito la definizione di martingala locale che richiameremo fre-

quentemente nei teoremi che seguono.

Definizione 4.1 Martingala locale

Un processo { M, }i>0, Si-adattata é una martingala locale se esiste una se-
quenza crescente {1,} di tempi di arresto Si-adattati t.c. lim, o7 = T
g.c. e Yn € N 4l processo stocastico Myn., € una martingala 3¢-adattata.

Denotiamo con M._i. lo spazio delle martingale locali continue t.c My = 0.

Definizione 4.2 Supponiamo che (X, W), (2,3, P), {S:} sia una soluzione

debole di (4.1), Yt > 0 si definisce operatore caratteristico:

(A f)(x) = alt, x)% + %&(t, x)% (4.2)

dove f(t,x):[0,00) x R — R.

Proposizione 4.3 Per ogni funzione continua f(t,z) : [0,00) x R — R,
f e Ch2([0,00) x R), il processo

M= f(t, X)) — £(0,X,) — /Ot <g—£ + Asf) (s, X,)ds (4.3)
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¢ una martingala locale continua. Se poi é data una funzione g(t,x) : [0, 00) X
R = R, g € C"?([0,00) x R), allora

< M7 M9 >= /Ot o?(s, X,) f(X,)g'(X,)ds (4.4)

Inoltre se f € C°([0,00)2R) e o ¢ limitato sullo stesso supporto di f allora
M’ e Mg.

Dim.
Osserviamo che dalla formula di Ito, se f € C? ed M martingala continua a

quadrato integrabile,

FOML) — F( M) = /f )dM, + f”( )d < M, M >,

inoltre sappiamo che se M; = W, allora

fw /f AW, + f”( 5)ds

Se chiamiamo ora Y (t) = f(X;) applicando Ito alla funzione Y (t) avremo:

/f DX, + = /f” )l < X, X >,
/f (a(s, X,)ds + o (s, X.)dW,] /f” X,)ds
_/ [f(X)(tXH Len(x,)o%(s, X, ]ds+/f o (s, X.) AW,

/f (5, X.)dIV. +/(Asf)(s,Xs)ds

’ (4.5)

dove (A f) € Poperatore definito in (4.2). Allora Y(t)—Y(O)—fOt(Asf)(s, Xs)ds
¢ una martingala continua. Abbiamo quindi ottenuto '’equazione (5.6). Ora
se Y1, Y5 sono due processi per la formula di Ito di integrazione per parti, si
ha:

t t
Yi(1)Ya(t) — Y1(0)Ya(0) = / YidYs + / YadYit < Vi,Ys >0
0 0
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Inoltre usiamo il teorema che afferma che se M; ed M; sono due martingale
continue a quadrato integrabile, allora esiste un unico processo varianza
< My, My >; t.c.
My (t) My (t)— < My, My >
¢ una martingala locale.
Ora poiche il processo varianza di due processi e il processo varianza della

sola parte martingala otteniamo che:

t
< My, M, >:/ (X, dXS,/ s)ds >
(4.6)

/f X)d < X, X >o— /f X,)o%(s, X.)ds

da cui abbiamo l'equazione (5.7). Ora data ’equazione (5.6) se introduciamo

uno tempi di arresto :
t
Sy =inf{t > 0,|X;| > n oppure/ o?(s, X)ds > n}
0

e ricordando che una soluzione debole di (4.1) ¢ una tripla (X, W), (2, 3, P), {3}

t.c. deve valere:

P (/Ot la(s, X,)| + 02(s, X.)ds < oo> 1

allora

lim S, = > q.c.
n—oo

e il processo
tASn
M = M, = / f'(s, Xs)o(s, Xs)dW (s), n>1
0

¢ una martingala continua. Inoltre se f ¢ a supporto compatto e o ¢ limitata

su tale supporto allora I'integranda in

- /Ot f,<Xs)0-(t7 Xs)dWs

e limitata, dunque Mtf c Ms.
Diamo ora un’altra definizione del moto Browniano in termini del problema

di martingala.
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Definizione 4.4 Un processo continuo e adattato W = {W;, ;0 <t < oo}

¢ un moto Browniano se e soltanto se:

FOW) — (W) — %/Ot AF(W)ds Sy 0 <t < oo (A7)

¢ una martingala locale Vf € C*(R).

Definizione 4.5 Una soluzione del problema di martingala associato al ge-

neratore Ay definito in (4.2), é una misura di probabilita P sullo spazio
(C[0,00),B([0,00))), t.c. Vf € C*R) il processo

Mf = £0) ~ 1) - [ AN )ds Se 0<t<oo  (48)

e una martingala locale continua.

4.2 Esistenza

In questo paragrafo illustreremo i risultati di Strook e Varadhan sull’esistenza
ed unicita della soluzione debole per una SDE nel caso in cui i coefficienti
sono continui e limitati. Abbiamo visto nel capitolo precedente che se esiste
una soluzione per 'equazione (4.1), allora il problema di martingala per (Af)
definito in (4.2) ¢ risolvibile. In realta le due affermazioni sono equivalenti
poiche l'esistenza di una soluzione del problema di martingala implica che

esiste una soluzione debole della SDE associata.

Definizione 4.6 Estensione di uno spazio di probabilita
Sia X un processo stocastico adattato sullo spazio (2,3, P, ;). Se su €2 non
e possibile costruire un moto Browniano e se W e un moto Browniano su

(Q, @, P, §t), posstamo considerare lo spazio prodotto:
QxQ,3IxS,PxP)

munito della filtrazione Sy ed estendere 1 processi X e W ponendo:

Allora abbiamo che sullo spazio prodotto W ¢ un moto Browniano adattato

a S, indipendente da X.
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Teorema 21 Sia & una distribuzione suR. Esiste P definita su (C]0, 00|, B(]0, 00)))
soluzione del problema di martingala associato al generatore A; con dato ini-
ziale & (ovvero P(w(0) € H) = &(H) VH € B(R) ) se e solo se esiste un moto
Browniano W definito su un’estensione (Q, S, ]5) di (C10, 00}, B([0, 00)), P),
t.c. lestensione del processo Xy(w) = w(t) sia una soluzione della SDE (4.1)

con dato iniziale &.

Il teorema che segue stabilisce ’equivalenza fra la soluzione del problema di

martingala e la soluzione debole della SDE associata.

Teorema 22 Consideriamo ’equazione differenziale stocastica:
dXt = Cl(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th (49)

dove i coefficienti a(X;),0(Xy) : R — R, sono funzioni limitate e continue.

Sia p una distribuzione su R t.c.
/ |z|*™pu(dx) < oo per qualche m > 1 .
R

Allora la SDE (4.9) ammette soluzione in senso debole con dato iniziale p.

Teorema 23 Una sequenza { P, }°, di misure di probabilita su (C[0, 00), B([0, 00))
e stretta se e soltanto se valgono le sequenti:

lim sup P, [w; |w(0)] > A] =0
AToo p>1

limsup Pw; max ,0 < s,t < T|w(s) —w(t)| > €.
010 n>1 |s—t|<d

Dim.

La dimostrazione di questo teorema consiste nella discretizzazione della SDE
e sul passaggio al limite della successione (P,) delle soluzioni del problema di
martingala associato alle SDE discrete. Prima di cominciare la dimostrazione

abbiamo bisogno dei seguenti risultati:

Lemma 4.7 Sia {X™}>_, una sequenza di processi stocastici. X ™ = {Xt(m); 0<
t < oo} su (2,3, P), t.c soddisfano:

1. sup,,>; B| X" < oo
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2. sup,,> B | X" — X" < Cplt — s|*7P

VI'>0es>0,t<T, o, costanti positive e la costante C' dipende solo da

T. Allora la sequenza di misure di probabilita
P, = P(X™)~!
indotta dai processi X™ su (C0,00), B([0,00)) ¢é stretta.

Lemma 4.8 Supponiamo che {P,}°, sia una sequenza di misure di pro-
babilita su (C[0,00), B([0,00)) che convergono debolmente ad una misura di
probabilita P. Supponiamo inoltre che { f,}22 | sia una successione di funzioni
uniformemente limitate, continue su C0,00) che converge ad una funzione
limitata f. Allora:

lim £ (@)dPy(w) = / Fw)dPw) .
n=0 Jo0,00) C[0,00)

Torniamo ora alla dimostrazione del teorema:

Per j,n interi, j > 0,n > 1 consideriamo la seguente partizione dell’intervallo

[0, T7: tg.") = j=. Definiamo ¢ t) := tg»"), con t € [tg-"), t;@l

i coefficienti come segue: a™(t,y) = b(y(¥n(t))) e a™(t,y) = o(y(n(t))),

funzioni progressivamente misurabili per 0 < ¢t < oo, y € C]0,00). Con-

|. Inoltre definiamo

sideriamo adesso lo spazio di probabilita (2,3, P) ed un moto Brownia-

no W = {W,,3",0 <t < oo} e un vettore X di variabili aleatorie i.i.d.
con distribuzione iniziale p e {3} filtrazione t.c. Sy := o(Ni>0St). Vn > 1

definiamo i processi continui:

X = X0+ (X = 1) + o (X)W = W)
J J J

quindi X™ & soluzione di

dX{" = a(X,o)dt + o (X m)dW,

dove j > 0,t; <t < té@l. Allora il processo X ™ ¢ soluzione dell’equazione

stocastica integrale
t t
XM =¢+ / a™ (s, X")ds + / o) (s, XM)dIV,, 0 < t < 00
0 0
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Fissato 0 < T' < oo vale il seguente risultato:

2m
sup 2|x( — x| < o1 4 Bl - 5

s
n>1

per 0 < s <t < T e C costante che dipende da m e T. Sia P := P(X(™)~!
, n > 1 la sequenza di misure di probabilita indotta su (C10, c0), B([0, 00))
dai processi X™. Per il lemma (4.7) abbiamo che la successione di misu-
re di probabilita {P,}22, converge debolmente alla misura Px sullo spazio
(C[0, 00), B[0,00), P). Adesso ¢ sufficiente dimostrare che:

1. P*(y € C[0,00);y(0) € T') = u(T"), T € B(R)

2 B[ f(u(1)) = F(5(0)) — Jy (AN (y(w)du|B.| = 0. g.c. ~ P*

Ora Vf € CZ(R), dal fatto che {P,}5°, converge debolmente alla misura Px

abbiamo :

E*(f(y(0))) = lim E"f(y(0)) = / F(@)u(de)

n—oo

da cui segue la 1). Per dimostrare la 2) procediamo come segue: Ricordiamo
cheVf e Ci(R)en>1

t
Fo(®) = £0(0) ~ [ (AN Bi 0t <o
0
e una martingala per la misura P" dove

Af (y(t)) L1 e D’ f

(A7 N)(y) = a”(t,y)T 5 92

inoltre con 0 < s <t < o0 e g : C[0,00] — R limitata , continua e B; —

masurabile abbiamo:

2 {00 - 1) - [P D} o] =0 @o

Faremo vedere che per 0 < s <t < o0

converge uniformemente su K C C[0,00), K compatto, alla funzione

F) = F60) - S00) ~ [ (D)
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Poiche abbiamo dimostrato che la successione P™ ¢ stretta, allora per il

lemma (4.8) abbiamo:

im [ f@dPe) = [ fw)dPw)
=% J[0,00) C10,00)
allora possiamo passare al limite per n — oodentro 'equazione (4.10) ed

otteniamo:
EM[F™ (y)g(y)] = E*[F(y)g(y)] =0

questo Vg(y) definita come sopra. Ora per il teorema enunciato (23) poiche

P" ¢ stretta abbiamo che:

sup |y(u)| < o0
yEK,0<u<t

limsup max |y(s) —y(t)| =0

|s—t|<2%
inoltre poiche i coefficienti b, o sono continui e limitati su {x € R : |z]| <
sup |y(w)| < oo} possiamo trovare Ve > 0 un intero n, tc.
sup  [a™ (s, y) = b(y(s))| + |0 (s,y) — o (y(s))| < e, Vn > n,
0<s<t,ye K

Dunque abbiamo ottenuto 'uniforme convergenza delle ™ ad F che con-

clude la dimostrazione.

4.3 Unicita

Discuteremo in questo paragrafo il problema dell’unicta della soluzione de-
bole per I'equazione differenziali stocastica (5.2) nel problema di martingala.
Osserviamo che essendo le ipotesi sui coefficienti piu deboli non sono sufficien-
ti per garantirne 'unicita che quindi rimane pit complicata da dimostrare.
L’unicita del problema di martingala e legata all’esistenza di una soluzione
del problema di Cauchy relativo all’operatore ellittico-parabolico A; + 0;.

Ricordiamo che due misure P,Q su (C([0,00),B([0,00))) sono uguali se e

solo se hanno le stesse distribuzioni finito dimensionali, ossia:
P(w(ty) € Hy,...,w(t,) € Hy) = Q(w(t1) € Hy,...,w(t,) € Hy)
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VneN,0<t <..<t,eHy,.. H, eB(R).
Il seguente lemma fornisce una condizione sufficiente affinche due soluzioni
P e @) del problema di martingala con uguale dato iniziale abbiano la stessa

distribuzione uno-dimensionale ovvero:
Pw(t) e H) =Q(w(t) € H)
Vi>0e H € B(R).

Lemma 4.9 Siano P e () due soluzioni del problema di martingala associa-
to al generatore A; con dato iniziale xo € R, ovvero t.c. P(w(0) € H) =
Q(w(0) € H) = 1. Supponiamo che VT > 0 e f € Cy(R) esiste una soluzione
limitata v € C2((0,T) x R) N Cy([0,T] x R) del problema di Cauchy:

Aw(t,z) + Owu(t,z) =0 (0,7) xR

U(T>):f eR

Allora P e (Q hanno le stesse distribuzioni uno-dimensionali.

Teorema 24 Strook-Varadhan 1969 Consideriamo un’equazione diffe-
renziale stocastica definita in (4.1) t.c. i coefficienti a(zx) e o(x) siano misu-
rabili e limitati, e sia A, il generatore associato. Se VI' > 0 e Vf € Cp° esiste

una soluzione limitata del problema di Cauchy:
Awu(t,z) + Owu(t,z) =0 (0,7) xR

wT,)=f €R

allora per la SDE si ha unicita in senso debole della soluzione.
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5 Processi di Diffusione

5.1 La proprieta di Markov
Consideriamo un’equazione differenziale stocastica della forma:
dXt = a(t, Xt)dt + U(t, Xt)th (51)

dove X; € R, a,0 € R e W; moto Browniano. a e ¢ sono chiamati ri-
spettivamente drift e coefficiente di diffusione. La soluzione di un’equazione
differenziale stocastica puo essere pensata come la descrizione matematica
del moto di particelle in un fluido in movimento; chiamiamo quindi questi

processi stocastici come processi di diffusione.

Definizione 5.1 Un processo di diffusione é detto omogeneo nel tempo se il
processo stocastico X (w) = X (t,w) : [0,00) x Q@ — R soddisfa la SDE:

dXt = a(Xt)dt + O'(Xt)th s t 2 S Xs =X (52)

dove Wy ¢ il moto Browniano e i coefficienti a,0 : R — R soddisfano le

condizioni di esistenza ed unicita, quindi vale:
la(z) — a(y)| + |o(z) — o(y)| < klz —y| Yo,y € R

Sia Xy = X;”* con t > s I'unica soluzione di (5.2). Osserviamo che:
s+h s+h
X = +/ a(X:2%)du + / o(X2%)dw,
B o .
ot [Caenas [ oz,
0 0
dove dWU = dWsy, — dW. Osserviamo anche che:
h h
X% =z 4 / a(XO%)dv + / o(X0)dW,
0 0

Poiche {W,} e {W,} hanno la stessa P° — distribuzione, dove P° indica la
distribuzione del moto Browniano al tempo ¢t = 0, allora per 'unicita debole
della soluzione della SDE (5.2) con X, = z, segue che { X7, }1>0 € (X2 hso

hanno la stessa P° — distribuzione, ovvero {X;};>¢ ¢ omogenea nel tempo.
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Introduciamo ora la proprieta di Markov per i processi di diffusione, ma prima
abbiamo bisogno della seguente notazione. Sia Q)* la legge di probabilita di
un processo di diffusione omogeneo nel tempo {X;}:>o quando il dato iniziale
e Xo = x € R. L’aspettazione rispetto a ) ¢ denotata con E*. Abbiamo
quindi:

E*[f1( X)) fo( X, )] = ELAXE)- fo(XE)] (5.4)
Vf; funzione di Borel e ti,...,t, > 0 dove k = 1,2... ¢ E = FEp denota
'aspettazione rispetto alla legge di probabilita P = P° per {W,};>¢ quando
Wy = 0. Sia 3¢ la 0 —algebra generata da {W,;r <t} e sia M, la 0 —algebra
generata da {X,;r < t}. X; & Sy-misurabile, quindi M; C .
Teorema 25 Proprieta di Markov
Sia f una funzione di Borel, f : R — R funzione limitata. Allora pert, h > 0,

E7[f(Xein) [S)(w) = EXF(X)] (5.5)

dove E* indica ’aspettazione rispetto la misura di probabilita QQF. La scrittura
EY[(f(Xy)] significa E[f(X})] dove E ¢é laspettazione rispetto la misura PP.

Dim:
Poiche per r > t,

X, (w) = X3 (w) + /tr a(X,) du+ /rta(Xu) AW,

dall’unicitd abbiamo che X,(w) = X Xt(w), in altre parole se definiamo

F(x,t,r,w) = X (w) per r > ¢, allora abbiamo:
Xp(w) = F(Xy,t,r,w); m>t. (5.6)

Osserviamo che w — F(z,t,r,w) ¢ indipendente da ;. Usando la (5.6)

riscriviamo la (5.5) nel seguente modo:
Elf(F( Xyt t+h,w)) [Se = E[f(F(x,0,h,w))]|s=x, - (5.7)

Per t ed h fissati, sia g(z,w) = (f o F)(x,t,t + h,w), allora la funzione
(x,w) = g(x,w) & congiuntamente misurabile. Quindi possiamo approssimare

g puntualmente con funzioni semplici:
(2, 0) =Y on(@)ihp(w)
k=1
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usando le proprieta dell’aspettazione condizionata abbiamo:

m

Elgm (X1, w)[Si] = Ellim > (X)) [S]
k=1

= lim Z P (Xe) E[g(w)[S¢] (5.8)

=lim > Eler(y)tr(@)|Silly=x, = Elg(y, 0)|Si]ly=x,

= Elg(y, w)]ly=x, -

Di conseguenza, poiche {X;}é& omogeneo nel tempo,

E[f(F(Xtv t, t+h’? w)) |%t} = E[f(F<y7 t t+h7 w))] |y=Xt = E[f(F(yv 07 h7 w))] |y=Xt

ed abbiamo cosl ottenuto 1'equazione (5.7).

Osservazione:

Il teorema appena dimostrato afferma che X; e un processo di Markov rispetto
alla famiglia di o — algebre{S;};>0. Notiamo che dall’inclusione M; C
segue che X; e un processo di Markov rispetto alle o — algebre{M,;};>0. Da

questo segue che:

E* [f(Xt+h)|Mt] = EZ[E$ [f(Xt+h)|%t]|Mt] =

(5.9)
E*[EX[f(Xp)|My] = EX[f(X)]

avendo usato la proprieta della torre ed il fatto che EXt[f(X},)] & M; misu-

rabile.

5.2 Proprieta di Markov Forte

La proprieta di Markov forte afferma che la relazione (5.5) continua a valere

anche se il tempo ¢ ¢ un tempo d’arresto 7(w).

Definizione 5.2 Sia {N;} una famiglia crescente di o — algebre di sottoin-

siemi di 2. Una funzione 7 : Q — [0,00) é detto tempo d’arresto rispetto a

{N:} se {w,7(w) <t} € {N;}, Vi > 0.
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Definizione 5.3 Sia 7 un tempo d’arresto rispetto a {N;} e sia Ny la pit
piccola o —algebra che contiene Ny, Vt > 0. Allora la 0 —algebra N, consiste
in tutti gli insiemi N € N t.c. NN{r <t} € N, Vt > 0. Nel caso in cui
N; = M, definiamo M, la o — algebra generata da {Xsnr;s > 0} e S, la
o — algebra generata da {Wp,; s > 0}.

Teorema 26 Proprieta di Markov forte
Sia f una funzione di Borel limitata su R, 7 uno tempi di arresto rispetto a

Sy, T < 00 q.c., allora:
E*[f(Xrin)|S7] = EX[f(Xn)] VR >0 (5.10)

Dim:

Procediamo alla dimostrazione del teorema in maniera analoga a come ab-
biamo fatto per la proprieta di Markov. Per q.0. w abbiamo che X7*(w)
soddisfa:

T+h T+h
X:lh =+ / a(X7")du + / o(X7*)dWw,

Ora per la proprieta di Markov forte per il moto Browniano il processo W, =
W, — W, € ancora un moto Browniano per v > 0 indipendente da $,. Di

conseguenza

h h
Xgo=a [ () [ oIz,
0 0

T,T . . 9 . . 9
dunque {X7, }n>0 deve coincidere q.c. con I'unica soluzione forte Y}, dell’e-

quazione

h h
Y, =x+ / a(Yy,)dv + / o(Y,)dW, .
0 0

T,

poiche {Y},},>0 ¢ indipendente da ., anche {X7,} deve essere indipen-
dente. Inoltre dell'unicita debole possiamo concludere che {Y}}n>0 € quindi
{X7%, a0 hanno la stessa distribuzione di {X,"“}150.

Poniamo F(xz,t,r,w) = X" (w), r > t. Allora possiamo riscrivere la (5.10)

nel seguente modo:

E[f(F(:L‘,O,T + h, w))|§7] = E[f(F(IaO’ h’w))]|$:X£’z
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=F(X,, 7,7+ h,w)
(5.11)

quindi la (5.10) & della forma:
E[f(F(XT7 T, T+ ha w))‘%t] = E[f(F(xa 0, h, UJ))”zzx‘)I :

Poniamo g(z,t,r,w) = f(F(x,t,r,w)). Come abbiamo fatto precedentemen-

te, approssimiamo ¢ puntualmente:
g<t7 xz,Tr, w) = Z (pk(x)wk(t7 Ty w) :
k

Allora poiche X7, ¢ indipendente da 3. e per la considerazione fatta che

{X77 }aso ha la stessa distribuzione di {X,""};>0 abbiamo:

Elg(X,, 7,7+ h,w)|S] = ZES% Ur(T, T+ hyw) |

—Z% WTT‘FhW‘Jt ZES% UR(T, T 4 hw) IS ],y

= E[g(x T, T+ h7 W)|\$t”agzx2ﬁ" = E[g(l’, T, T+ ha w)”q}:X?’m

= B[f(XT7)lxoe = E[f (X)), xoe
E[f(F([E, 07 h’ w))] |m=X9’z

(5.12)

Quindi questo conclude la dimostrazione del teorema.
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5.3 Il generatore di un processo di diffusione

E fondamentale per molte applicazioni poter associare un operatore differen-

ziale A del secondo ordine al processo X;.

Definizione 5.4 Sia {X,} un processo di diffusione omogeneo nel tempo in
R. Il generatore A di X, e definito:

Af () — tim EH )= f(@)

tl0 t

;v eR (5.13)

L’insieme delle funzioni f : R — R t.c. il limite esiste in x ¢ denotato con
D 4(x), mentre D4 denota I'insieme delle funzioni per le quali il limite esiste
per ogni x € R. Per trovare la relazione tra 'operatore A e i coefficienti a, o

di una SDE, abbiamo bisogno del seguente risultato.

Lemma 5.5 Sia Y;O’x un processo stocastico in R della forma:

t t
VO (w) == +/ u(s, w)ds +/ v(s,w)dWs
0 0

dove Wy ¢ il moto Browniano unidimensionale. Sia f € C3(R) owvvero f €
C?(R) ed ¢ a supporto compatto. Sia T un tempo d’arresto rispetto a J; e
assumiamo che E[T] < 0o q.c. Assumiamo che u(t,w) e v(t,w) siano limitate

sull’insieme dei (t,w) t.c. Y(t,w) appartiene allo stesso supporto di f. Allora:

B = 1)+ 5| [ (w00 + g5 500

dove E* é l'aspettazione rispetto alla naturale legge di probabilita R* per Y;

partendo da x:
R'[Y, € F1,...Y,, € ] = P'[Y} € F,.... Y}, € F}]

dove gli F; sono insiemi di Borel.

Dim:
Poniamo Z = f(Y') ed applichiamo la formula di Ito:
of 10%f of 0*f af
/Z = —(Y)dY+-—= (Y Y)Y >i=u— -
d 81'( )d t+28x2( )d < >p= u@xdt+2 8:c2d<WW>t oo aw,
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allora

) of f) o
f(Yt)—f(Yo)+/ ( Lol ds +/O oILaw,

Quindi

Bl = )+ 5 | [ () + G Lo ) as+ /TU%WWS}

=gt | [ (g + gz as) - [lman]
(5.14)

Ora per il teorema di convergenza delle sub-martingale, si ha che per 7 tem-
po d’arresto, I'ultimo termine dell’equazione e la media della parte martin-
gala che quindi e 0. Otteniamo quindi ’equazione iniziale che conclude la

dimostrazione.

Teorema 27 Sia X; un processo stocastico omogeneo nel tempo
dXt = &(Xt)dXt + O'(Xt)th .

Se f € C3(R), allora f € D4 e il generatore A, ¢ dato da:

Af(r) = 2002 +a0)?L

Dim.
La dimostrazione segue dalla definizione di A e dal lemma precedentemente

dimostrato con 7 = t.

Teorema 28 La formula di Dynkin

Sia f € CZ(R). Supponiamo che T sia un tempo d’arresto, E*[1] < co. Allora:

E*f(X,)] = f(x) + E” { | Af(ngs} . (5.15)

Osserviamo che se 7 € il primo tempo di uscita da un intervallo limitato,

E*[7] < 0o, allora I'equazione (5.15) vale per ogni funzione f € C?.
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5.4 Equazione Backward di Kolmogorov

Sia X; un processo di diffusione in R con generatore A. Se prendiamo f €
CZ(R) e 7 = t nella formula di Dynkin (5.15), vediamo che

u(t, x) = E*[f(X1)]

e differenziabile in ¢ e: 5
u
% E°[Af(Xy)] . (5.16)
Teorema 29 FEquazione Backward di Kolmogorov
Sia f € CZ(R).
1. Definiamo:
u(t,z) = E°[f(Xy)] . (5.17)

Allora u(t,-) € Dy per ognit e

ou
E:Au’ t>0, xR (5.18)
u(0,2) = f(x); z€R (5.19)

2. Inoltre se w(t,z) € CY*(R x R) ¢ una funzione limitata che soddisfa le
equazioni (5.18) e (5.19), allora w(t,z) = u(t,x) data da (5.17).

Dim.
Dimostriamo la 1). Poniamo g(z) = u(t,z). Allora poiche t — u(t,z) e

differenziabile abbiamo che:

E*g(X,)] — g(x)

— LB BV 1p(x0)] - BIR()])

_ lE (B[ (Xe)S0] — E°[F (XS]]
1 (5.20)

= ;Ez[f(XH.r) - f(Xt)]
_u(t+ra) —u(t )
= " T

per r 0.

Quindi
e B L))~ o()
rl0 r
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esiste e % = Au, come volevamo dimostrare. Per dimostrare 'unicita della

2) assumiamo che una funzione w(t, z) € C*?(R x R) soddisfi le condizioni
(5.18) e (5.19). Allora

flw::—aa—zf%—Aw:Oper t>0, zeR (5.21)
e
w(0,z) = f(x), z€R . (5.22)

Fissati (s, ) € R x R. Definiamo il processo Y; in R? come: Y; = (s —t, X,
t > 0. Allora Y; ha generatore A e cosi per la (5.21) e per la formula di
Dynkin abbiamo per ogni ¢t > 0:

B ulYinn) = o)+ B | [ dutryar]| = s
dove 7 = inf{t > 0, |X;| > R}. Per R — oo abbiamo che
w(s, ) = E>*lw(Yy)] ; vVt > 0.
In particolare scegliendo ¢ = s otteniamo che:
w(s,x) = B> [w(Y;)] = E[w(0,X")] = E[f(X]")] = E*[f(X.)] .

Questo completa la dimostrazione.
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6 Problemi al bordo per equazioni differen-
ziali stocastiche uno-dimensionali e omoge-

nee nel tempo

6.1 Uscita da intervalli finiti

In questo capitolo tratteremo le equazioni differenziali stocastiche i cui coef-

ficienti non dipendono esplicitamente dal tempo, sono equazioni della forma:
dXt = a(Xt)dt + O'(Xt)th (61)

dove a(z) e o(x) sono funzioni continue in R. Se queste funzioni soddisfano

le condizioni:
1. per qualche K > 0, |a(z)| + |o(z)| < K(1 + |z|);

2. per qualche C esiste una costante Lo t.c. per |z] < C e |yl < C
la(z) —a(y)| +[o(z) —o(y)| < Lele -yl

allora per ogni Xy v.a. indipendente da W; esiste un’unica soluzione dell’equa-
zione (6.1) su un intervallo [0, 7| arbitrario, 7' > 0 che soddisfa la condizione
iniziale X (t) = X (0) per ¢ = 0. Di conseguenza, in questo caso possiamo
considerare la soluzione di (6.1) sul semi intervallo [0, c0). Enunciamo ora i
teoremi e i relativi corollari che c¢i danno le formule necessarie al calcolo della
media e media quadratica del tempo di uscita della soluzione da un intervallo
limitato e la probabilita che il processo partendo da un generico punto esca

prima da un estremo piuttosto che dall’altro.
Definizione 6.1 Sia

Tela,b] = inf{t : X; & (a,b)} (6.2)
il primo tempo per cui il processo partendo da x esce dall’intervallo (a,b).

Denotiamo con P*(X, , = a) la probabilita che il processo partendo da x

[a,?]
raggiunga il punto a prima di b.
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Teorema 30 Se o(z) > 0 per x € [a,b], allora la variabile T,[a,b] ¢ finita

g.c. per x € [a,b] e E[r.[a,b]] = v(x) dove v(x) ¢ la soluzione della equazione
differenziale

1

502(1’)1}”(%) +a(x)v'(z) = -1 (6.3)

con v(a) = v(b) = 0.

Dim.

Usando la formula di Ito scriviamo:

o(X, (1)) — vlz) = / V(X () (Xa(5)) AWV (s)

t 1 (6.4)
+/O [a(Xa ()0 (Xa(s)) + 50°(Xa())0" (Xa(s))]ds

Posto 7p := inf{T, 7.[a, b]}. Allora per s < 7r la variabile X,(s) ¢ contenuta

nell’intervallo (a, b) e quindi:

(X5 (X)) + 30" (Xals)" (X (9) = 1 g

Posto t = 7 nell’equazione (6.4) otteniamo che
Tr = / V' (X,(8))o(Xo(8)dW (s) + v(z) — v(Xu(7r)) . (6.5)
0

dove E[rr| = v(z) — Elv(X (7r))]. Poiche 71 cresce asintoticamente a 7, [a, b
per T' — oo e E[rr] ¢ uniformemente limitata in 7', abbiamo che E[rp] —
E[r;]a,b]] < co. Conseguentemente 7, [a, b| & finita q.c., X, (7r) — X, (7:[a, b))
q.c. e v(Xy(rr)) = v(Xy(7:]a,b])) = 0 poiche X,[r.[a,b]] ¢ uguale a a o b.
Ora poiche la funzione v & limitata in [a, b], & possibile passare al limite sotto

il segno di integrale ed abbiamo:
Ev(X.(mr))] = 0per T — oo
cosicche
Blr,a, b)) = lim Elrr] = () ~ Jim E[o(X,(rr)] = v(z)

e quindi questo conclude la dimostrazione.
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Corollario 6.2 Sia

? 2a(z)
o(x) :exp{—/a aZ(z)dZ} .
Risolvendo per v(x) troviamo che:

EoTag) = = /; 20(0) / y (j;b(z)

+/ab2¢(y)/ay 2(dz ygzj o0

Teorema 31 Sotto le ipotesi del teorema precedente, E(72[a,b]) = vi(x),

dove vi(x) € una soluzione di

%az(x)vi’(x) +a(x)vy(z) = —2v(z)

con v1(a) = v1(b) =0 e dove v(x) e stato precedentemente definito.

Dim.
Usiamo il fatto che 7,[a, b] € finito e passando al limite per 7" — oo otteniamo

che: ot
Tela, b = /0 V(X (8))o (X (8)dWs + v(z) .

Da questo segue che:

Ta[a,b]
E(r[a, b)) = E /0 (V' (X(5))o (X (8) Y ds + v*(2)

Osserviamo che tale media ¢ finita perche v'(x)o(z) ¢ limitato in [a,b] e

E72[a,b] < co. Sia z(x) una soluzione di:
S0 )2 (@) + a(2)? () = (0 (@)o (@)’

con condizioni al bordo z(a) = z(b) = 0. Usando la formula di Ito possiamo

scrivere:

Tz |a,b]
(Xalrla, b)) — 2(2) = — / [V (X))o (X (s))]2ds
0 (6.7)

To[a,b]
+ /0 2(Xo(8))o (X, (s))dW,
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Poiche z(X,(7:]a,b])) = 0, abbiamo che

Ta[a,b]
E / (0 (X))o (Xa(5))}2ds = =(z)

di conseguenza, E(7,[a,b])* = z(z)+v*(z). Se ponessimo v (z) = z(x)+v*(x)

avremmo vy (a) = v1(b) =0 e

S0 )l ) + alo) (o)
= 20%(@)2 (@) + a(@)?(x) + 50 (@) 2o(a)" (@) + 200/ (2))7] + 2a(x)u(a)e/(2)

= [o?(2)v"(2) + 2a(x)V' (2)]v(z) = —2v(x) .

(6.8)
Il teorema e quindi dimostrato.
Indichiamo adesso con P*(X;,3 = a) la probabilita che il processo X,(t)
raggiunga il punto a prima di b partendo da z. E ovvio che se x ¢ [a,8] il

processo raggiungera q.c. il punto piu vicino ad z essendo il processo continuo

in ¢ con probabilita 1. Il caso interessante & quindi quanto x € [a, b].

Teorema 32 Sia o(x) > 0 per z € [a,b] e sia u(x) una funzione non

tdenticamente costante dell’equazione:

1

502(x)u"(:17) + a(x)u'(x) =0
sull’intervallo [a,b]. Allora P*(X,,, =a)= Zgg:zgg;
Dim.
La funzione 1(z) = “2=0) s,qdisfa I'equazione:

u(a)—u(b)
1

S0%(@)0" (&) + () () =0

con ¥(a) = 1 e 1(b) = 0. Quindi applicando la formula di Ito si ha:
SOl ) v = [ o(L)Y K.
b [T R o) s (09)
_ / Y X () (Kos)) Y,
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di conseguenza, Ev(X,(7.[a,b])) = ¥(z). Ma X, (7;[a, b]) = a con probabilita
P*(X5,, = a) e X;(7:]a,b]) = b con probabilita P*(X,, , = b), quindi

a,b]
1/}(1’) = E¢(X$(Tw[av b])) = 77D(CL)P$(*XT[CE,H = a)—i_w(b)Pz(XT[a,b] = b) = Pm(XT[a,b]

Il teorema e cosi dimostrato. Enunciamo ora il seguente corollario le cui

formule le applicheremo direttamente nel capitolo successivo.

Corollario 6.3 Questo corollario ci fornisce le formule relative alla probabi-
lita di uscita dall’intervallo a sinistra prima che a destra e viceversa. valgono

le sequenti:

1 PP (Koo = 0) = Fotas
T _ _ faz #(=)dz
2 PH(X,, = b) = B2
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7 Esempi di problemi uno-dimensionali dege-

neri al bordo

7.1 Condizioni al bordo su intervalli finiti

Studieremo in questo capitolo il comportamento delle soluzioni di equazioni
differenziali stocastiche all'interno di un intervallo finito (r1,73). Consideria-

mo una SDE omogenea nel tempo:
dXt = G(Xt)dt + U(Xt)th N XO =T

con o(z) > 0 e t.c. si annulli al bordo dell'intervallo. Un ruolo importan-
te nello studio delle soluzioni di queste equazioni differenziali lo svolge la

funzione ¢(z) definita nel seguente modo:

1
a(x)¢(x) + 5¢"(x) = 0 (7.1)
Definiamo con L[p] 'operatore
d 1 ,d
s R Ry 1
@) L Llp(@)] + 50° - Llg] = 0

Una funzione che soddisfi L[p] = 0 ¢ detta funzione L-armonica. Allora per

ogni funzione arbitraria L-armonica si ha:

2a(z

Pl = Copl- [ 2 (72)

Allora ¢ non € una costante i conseguenza ¢'(z) non si annulla e quindi ¢
e monotona. La connessione tra le funzioni L-armoniche e la soluzione delle
equazioni differenziali stocastiche omogenee nel tempo permette di studiare
il comportamento asintotico delle soluzioni delle SDE al bordo dell’intervallo
di definizione. Assumiamo che a(t,z) e o(t,z) siano definite e continue per
t >0, x € (ry,ry) e che soddisfino le condizioni di Lipschitz su ogni intervallo
chiuso [, 73] C (r1,r2), ovvero per ogni intervallo esiste una costante k per

la quale

|a(t,x) - a(tvy)| + |O'(t,fL‘) - U(tvy)| < k’|fl§' - y|a Vl"ay, € [Flva]‘
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Adesso consideriamo una sequenza di funzioni a,(t,x) e 0, (¢, z) che soddi-
sfino le condizioni dei teoremi di esistenza ed unicita della soluzione, e tali
che a,(t,z) = a(t,x) e o,(t,xz) = o(t,z) per x € (T‘YL),rén)), dove T%n) lre

r{™ 4 ry. Sia X, (¢) la soluzione di
dX,(t) = an(t, Xp(t))dt + o, (t, X, (t))dW;
con condizione iniziale X,(0) = X (0) € (ry,rq). Definiamo

- { inf{s : X,,(s) & [r1,72]} se[r1, 2] # 0

400 altrimenti

Studiamo adesso la dipendenza dal bordo dei coefficienti a(z) e o(x) nel caso

in cui questi siano indipendenti dal tempo per = € (r1,73). Sia

e 20,
otw) = [ el [ 55y @

per x € (r1,79) € T, x1 punti di (r1,72). Dove ¢ & stata ottenuta da (7.2).

Sia X, (t) una soluzione di
dX,(t) = a(X.(t))dt + o (X, (t))dW (¢)

fino al tempo di uscita dall’intervallo (ry,re) con X, (0) = .

Sia (a, B) C (r1,7r2) e sia 7.[a, 8] il primo tempo in cui X, (t) raggiunge il
bordo di dove = € («, ).

Dal teorema (32) si ottiene che la probabilita per la soluzione di uscire dal

bordo in « prima che in 3 é:

Pe(X (T g) = @) = %

Po(X(Tja,5) = B) = %

dove ¢ & data da (7.3). Enunciamo ora un teorema il cui risultato e piu forte in
quanto fa vedere che nel caso in cui il drift spinge all’interno di un intervallo
finito e il coefficiente di diffusione e identicamente nullo agli estremi, se il
processo parte dal bordo all’istante successivo sara dentro l'intervallo e ci

rimarra per quanto dimostreremo successivamente.
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Teorema 33 Assumiamo che o(xg) =0, a(zg) > 0 e che per qualche § > 0
o(x) >0 per 0 < |x — x| < 9. AlloraVt >0 e x > xo, P(X,(t) > z) = 1.

Dim:
Mostriamo per prima cosa che P(X,(t) > z9) = 1 per x > xy. Denotiamo

per x > xg, 1 > Xy,

- [on{- [ 2l

Prendiamo 81,9 e x € (xg + 1,29+ ). Sia 7.[zo + 01, o + 0] il primo tempo

in cul X,(t) lascia l'intervallo (zg 4 01, o + 9). Dal corollario (6.3) si ottiene
che:

o(ro +9) — ¢(v)
p(wo +6) — (w0 + 1)

P(Xx(Tz[.iEo + 51,230 + (5]) =9+ (51) =
Per le assunzioni fatte si noti che:
Y2 )
— / Z(Z)dz = / Z(Z)dz
o 02(2) y 0%(2)
1 d 1 1
e / _9= g _
y

Z—xo)2 Yy — o T — o

per qualche C costante positiva poiche a(z) > C; >0 e

di conseguenza

2048 Y 2z zo+0 o
/x exp{—/x UQEZ; dz}dy > 02/ ev="0dy — 400 (7.5)

0+01 x0+01

per 0; — 0, cosicche P(X,(t) = 01 + x9) — 0 per §; — 0.

Quindi, V& € (zg,z9 + ) il processo X, (t) raggiunge il punto z¢ + § prima
di x¢ con probabilita 1.

Sia 7 il tempo per cui 7Y > T.[20, 70 + 6], X.(t) = z e X,(s) # x per
7 < s < 7M. Assumendo che X{(t) = X,(t + 1) e definendo 7 per

Xg(gl)(t) come & stato fatto per 7™ per X, (t). Continuando nello stesso modo,
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si definisce una sequenza di tempi 7*) rispetto ai processi X ® (t). Osserviamo

che 7®) sono v.a. i.i.d. e P(t®) > 0) = 1. Di conseguenza

P = oo} =1
k=1

Poiche
P{X) > zg per 0 <t < 70D} =1

si ha che
P{X,(t) > zgper 7V + .+ 70 <t <70 4 40—

e

+o0 n n+1
P{X(t) > xzopert>0} =P (H {Xx(t) > x per Zr(k) <t< ZT(k)}) =1
n=0 k=1 k=1
(7.6)
Per x > x; il teorema e dunque dimostrato.
Allo scopo di dimostrare che P{X(t) > x¢ per t > 0} = 1 ¢ sufficiente
verificare che con probabilita 1 esiste un € > 0 tale che X, (t) > x¢ per
0 <t < e. Calcoliamo adesso f(f 0(X4,(8))dW (s) per t piccolo.
Sia . .
o0 = BL[ oKW G = F [ AXa(as (1)

Usando le condizioni di Lipschitz si ottiene:

E0®(Xuy(5)) = Elo(Xs(5)) — ()]
< Ek2|Xa:o(5) — zol?

=B [ Xyt [ (X)W ()7

< k18 + kaip(s)

(7.8)

dove kq e ko sono delle costanti. Quindi,

t
o(t) < kst® + kg/ o(s)ds
0

usando ora il lemma di Gronwall si ottiene

t
o(t) < ek’?t/ e 7293k s%ds < kget2tt?
0

71



di conseguenza esiste un H tale che che p(t) < Ht® per t sufficientemente
piccolo.

Inoltre per il teorema (19) segue che

()

P{ sup

0<s<t

Ht
3

/0 (X ()W (1)

di conseguenza

1
P sup -
2-k<g<2—k+1 S

P {0< s<1;1_)k+1 /OS 0 (X (w))dW (u)

f: P{ sup 1
k=1

2—k§5§2—k+1 S

/0 (X (w)) AV ()

1 = 4AHk?
> -t < <
k}—; ok =

per il lemma di Borel Cantelli per ogni k sufficientemente grande con proba-
bilita 1

1

sup -

2—k<g<2—k+1 S

<

| =

/0 (X (w)) AW ()

con probabilita 1
1 t
lim — [ o(X,(w)dW(u) =0

n—oo t 0

e con probabilita 1

1 t
nh_glo 7/ a(Xy(8))ds = a(xg) > 0,
cosli si ha .
P{lim 1 (X., (1) ~ 20) = alae)} = 1

azo)
ot

Questo conclude la dimostrazione del teorema. Infine enunciamo il teorema

Si puo determinare un e > 0 tale che per 0 < t < € X, (t) — zo >

conclusivo della tesi.
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Teorema 34 Sia (r1,72) un intervallo limitato di R, sia 5 € (r1,72). Sia

Li(B) = / B exp{— /ﬁ ) izgjidz'}dz

Se Li(B) = 400 allora Yz € (ry,B) il processo X, (t) raggiunge il punto [

prima di v, con probabilita 1. In questo caso r1 e detto bordo naturale.

Dim.
Per comodita di notazione, poniamo (rq,73) = (0,1). Consideriamo una SDE

omogenea nel tempo e ci limitiamo all'intervallo [0, 1].

dove il drift e il coefficiente di diffusione sono rispettivamente parametro ed
Holder di parametro 1/2. Dal teorema (33) sappiamo che se il processo parte
da un estremo dell’intervallo, all’istante successivo entrera nell’intervallo qg.c.
poiche il drift spinge all’interno. Quello che vogliamo dimostrare ¢ che una
volta che il processo entra dentro l'intervallo, non raggiungera piu il bordo
con probabilita 1. Definiamo ora 7 tempi di arresto , il primo tempo in cui il

processo raggiunge il bordo:
r:=inf{t: X(¢t) ={0,1}}. (7.10)

Allora volgiamo dimostrare che P,(7 < o0) =0, z € (0,1). Dimostriamo che

a tale scopo e sufficiente dimostrare che:
1
P\ Xoy o = ol 0 per n — o0. (7.11)

Infatti facciamo la seguente osservazione: poiche 7y, 5 1T 70, per il teorema

della convergenza monotona,
Py (Xngy = B8) 2 P (Xeyy = 8) W0
Bastera dimostrare adesso che
P, <XT[1/n,61 = 5) — 1 per n — oo

in questo modo
P, (XT[O’B] _ 5) —1qec
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Per dimostrare la (7.11) passiamo al complementare della probabilita. Pri-
ma di procedere al calcolo osserviamo quali condizioni dobbiamo avere sui
coefficienti a(x) e o?(x) affinche L; = oo

B 2a(z » € 8 2a(z B 2a( Z
Ly :/ et dz Z/ efz 2 B s "2<Z/) dZ (7.12)
0 0

Facciamo lo sviluppo di Taylor al primo ordine di ¢%(z) e di a(z) in 0, si ha

osservando che @ — 0 per z — 0 e o(1) = 0 allora:
e 8 a(0)+0(1) dz € (0
Ly 2/ efz LR gt 1 2/ oo eIl g
0 0

€ _a) log B—log z ¢ 1
/ 6(02)/(0)[ gﬁ g ]dzz\/ sz .
0 0 ~(a2)(0)

Allora L1 = oo se e soltanto se (()% > 1, mentre converge per i Z()(')()o) < 1.

(7.13)

Adesso calcoliamo la probabilita di uscita dall’intervallo (0,1). Usando ora il
corollario (6.3), calcoliamo qual & la probabilita che partendo da = € (0,1)
il processo X raggiunga il punto 1/n prima di . Vogliamo dimostrare che

questa probabilita tendera a 0 q.c. .

1 f o(z)dz N
Py <X(T[1/n,m) = ﬁ) =] (7.14)
fl/ o(z)dz
dove: * 9a(4) |
o(z) =exp — L o2 dz
Supponiamo L; = oo dunque o ()20) > 1. Chiamiamo A = ()20) > 1. Stu-

diamo ora separatamente il numeratore N ed il denomlnatore D.

Osserviamo che se 1/n < z <  allora la funzione ¢(z) diventa:

o=~ [ 2 [21)

dove il secondo termine sara una costante C e usando nuovamente la formula

di Taylor sui coefficienti a, o, otteniamo che:
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B f 2a(z') dz!
N:/ Ce 1na2G"" dz

B B
~ C/ e—A fl/n Zl dz' C/ e—Alog(:p)—i—Alog(l/n)dZ (715)
~ Cl

Dunque abbiamo ottenuto che N ~ n_A

Studiamo ora il denominatore:

z 2a(z)

B @ 2a() ,
D = / e‘fl/n 32(Z/)d fz 52(z/>d2 dz (716)
/n

Ai fini dello studio della convergenza ci interessa calcolare solo il termine:

B
D~ / Afz 1 dz / eAlog(:L’)—AIOg(Z)dz
1/n 1/n

:/ dz
1/n Z

Osserviamo che per A = 1 abbiamo che N ~ £ ¢ D ~ log(n), da cui:

N . 1 0
—=lim ——=0.
D n—oonlog(n)

(7.17)

equazione (7.14) diventa:

Per A > 1 otteniamo che D ~ nll_A

N I 1
_:niTanA 1 =0.

Osserviamo ora che il denominatore nell’equazione (7.14) per la monotonia

B
/ o(z)dz 1 Ly = +00

converge all’integrale Ly :

1/n
infatti: 5
Do [ e, AR TRRETE
1/n 0
chiamiamo f, := els i L>1/n(2) allora f, T f dove f = el 71 o e

f >0, allora per la monotonia possiamo concludere che D 1 L;. In maniera

analoga si calcola che:

Pu(X

g =1 —1/n) = 0 pern — oo
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Corollario 7.1 Siano B, € [r1,rs] e siano

b= [ o { [ 20}
Ly(8) = /r2 exp {/: igg;dz’} dy

Allora T[ri,rm3] = 00 se Ly = 400 e Ly = 0.

Dim.

Segue direttamente da quanto dimostrato fino adesso, infatti abbiamo visto
che se L1 = oo vuol dire che il processo partendo all’interno dell’intervallo
(r1,5) q.c. raggiungera il punto  prima di r; e e in maniera analoga se
Ly = 0o vuol dire che il processo partendo all’interno dell’intervallo (5, 7)

raggiungera q.c. ' prima di 5. Dunque 7[ry, 5] = oc.
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7.2 Problema 1.

Consideriamo la seguente equazione:
dX(t) = a(X(t))dt + o(X(t))dW(t); X(0) =z € (0,1) .

dove a(z) = 1 — 2z, o(z) = \/z(1 — ), per = € [0,1]. Tl nostro obiettivo &
quello di vedere cosa si puo dire riguardo 'esistenza e I'unicita della soluzione
e osservare il comportamento del processo al bordo. Osserviamo prima di
tutto che il coefficiente a(z) soddisfa la condizione di Lipschitz e o(z) &
Holderiana di parametro 1/2. Inoltre il drift spinge all’interno infatti a(0) = 1
e a(l) = —1 e per il teorema (33) sappiamo che nel caso in cui il processo
parte da un punto del bordo entra subito all’interno dell’intervallo e q.c. non
uscira piu da questo per quanto dimostrato nel teorema (34). Il bordo in
questo caso quindi e detto naturale. Per poter applicare il teorema (34) &
sufficiente verificare la condizione
a(0) 4+ o(1)

zd%aZ(z)\Z:o + 0(z)

A= > 1

Nel problema che stiamo considerando tale condizione e verificata in quanto
a(0) =1 e 0?(x) ~ x da cui (¢2)'(0) = 1. Allora possiamo concludere che il
processo q.c. non abbandonera I'intervallo (0, 1) ed inoltre per il teorema che

dimostreremo di seguito, esiste ed € unica la soluzione forte del problema.

Teorema 35 FEsistenza ed unicita della soluzione forte

Consideriamo la SDE omogenea nel tempo:
dX; = a(Xy)dt + o(X)dWy; X(0) =x € (r1,79) (7.18)

dove (r1,19) un intervallo limitato di R. Assumiamo che 02;(30) sia localmente
integrabile e o*(x) > 0 Va € (r1,72). Inoltre V € [ry,m3], 3¢ > 0 t.c.

/ o Mdm < o0
Infine i coefficienti soddisfano le sequenti condizioni:

la(z) — a(y)| < kle —y| Ve, y € (r,72)
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lo(x) = oY)l < hllz —y]) Y,y € (r1,72)
dove k é una costante positiva e h(-) funzione strettamente crescente, t.c.
h(0)=0 e

<1
———du = oo Ve > 0.
/0 h?(u)

Allora per ogni condizione iniziale indipendente dal moto Browniano [’equa-

zione (7.18) ha un’unica soluzione forte.

Dim. La dimostrazione del teorema segue dal fatto che per sotto le ipotesi
fatte esiste la soluzione debole dell’equazione fino al tempo di esplosione ed
inoltre per il teorema (20) si ha unicita forte della soluzione. Quindi esiste

ed ¢ unica la soluzione forte del problema.
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7.3 Problema 2.

Il problema di cui ci vogliamo occupare adesso ¢ di risolvere la seguente

equazione differenziale stocastica omogenea nel tempo:

dX, = a(X,)dt + o(X,)dWy; X(0) =z € (0,1) .

dove:

( )_—3x(1—x)(\/_ \/1—x) 1 -2z +d—2 1—2x
ar) = 2(x3/2 4+ (1 — 1)3/2)2 x3/2 + (1 —x)3/2 2 23/2 4 (1 — 1)3/2
e

z(l — )
o(z) = \/wg/z +(1—z)p32"

Vedremo che il problema sara trattabile solo nel caso in cui d > 2. Osserviamo
che il drift soddisfa la condizione di Lipshiz in quanto la sua derivata e limi-
tata allinterno dell'intervallo (0, 1) e il coefficiente di diffusione ¢ Holderiano

di parametro 1/2, poiche soddisfa:
lo(x) — o(y)| < klz —y|"? Va,y € (0,1) k>0 .

Dove y ~ = + €. Eseguiamo il calcolo ponendo:

o(x) = /) e
D(z) = 232 + (1 — z)3/2.

z(1—z)D(x)—y(1—y) D(z)

) - T = fl@)—fly) DE)D(y)
‘ ‘ V@) +VEy) V@) + V)

o1 = ) = y(1 = YID) + D) — D1~ )] 1)
Vi@ + Vi)
. |z =yl +a[D(y) — D(@)]
VI@ + V1)
Avendo usato il fatto che z(1 —x) ~ x per z € (0,1) e D(z)D(y) ~ 1. Allora

studiamo il termine seguente:

[D(y) — D(ﬂ?)] = ("2 = 2*?) + (1 -y)** = 1 - 2)*?)

~

< Y22 yg\/}dz (7.20)
§| — o] - max{v/7, 7}
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Allora 'equazione (7.19) diventa:

|z —yl +2[D{y) — D(@)] _ |z —yl + |z —y|
Vi@ + Vi) VT VY
~ |‘T—y| :‘x_y‘1/2|x_ |1/2

VRN VR

x4+
< |:L’ y|1/2‘ y' < \/_|I |1/2

Vit S
Avendo usato che v/ +y < V2(vZ + /7).

Per le ipotesi sui coefficienti sappiamo quindi che il drift spinge all’interno

(7.21)

dell’intervallo e per il teorema (33) nel caso in cui il processo parte da un
punto del bordo entra subito all’interno dell’intervallo e q.c. non uscir ‘a
pit da questo per quanto dimostrato nel teorema (34). Il bordo in questo
caso quindi e detto naturale. Per poter applicare il teorema (34) & sufficiente

verificare la condizione

a(0) + o(1) .-

A=
Lo+ o7)

Nel problema che stiamo considerando: a(0) = 1 + %2 e o%(z) ~ , quindi

(0%(x))'|s=0 = 1 da cui abbiamo che A > 1 se e soltanto se
117725,
5 =

e tale condizione ¢ verificata se e soltanto se d > 2.
Inoltre poiche i coefficienti soddisfano le condizioni di esistenza ed unicita
della soluzione forte del teorema (35) concludiamo che non essendoci tempo

di esplosione esiste ed e unica la soluzione forte del problema.
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