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Quando ci si riferisce ad un problema diofanteo su Q, si intende la

risoluzione a valori in Q o in Z di un sistema finito di equazioni polinomiali
Fi(X1,...,X,)=0 (1<i<m) (1)

in cui ogni F; ha coefficienti in Q. La parola diofanteo si riferisce al mate-
matico ellenico del III sec. DC, Diofanto di Alessandria d’Egitto, che studio
tali equazioni e fu uno tra i primi matematici ad introdurre il simbolismo
nell’algebra.

Nel corso dei secoli i matematici hanno affrontato e risolto alcuni sin-
goli problemi, ma questo tipo di approccio € risultato non essere troppo
proficuo. La formulazione di una teoria generale sulle equazioni diofantee
avviene soltanto nel ventesimo secolo, quando la teoria dei numeri incontra
la nascente geometria algebrica. Sorge cosi la geometria diofantea, in cui
non si studiano piu singoli sistemi di equazioni, ma classi di problemi arit-
metici, definite delle varieta associate ai sistemi. La nozione principale della
geometria diofantea & quella di punto K-razionale, ovvero un vettore a valori
in un campo K non algebricamente chiuso che sia soluzione del sistema di
equazioni polinomiali.

La tesi presentata ha come obiettivo la descrizione dello stato dell’arte
della geometria diofantea, in particolare riferendosi al caso speciale delle
superfici dette di del Pezzo.

Consideriamo un problema diofanteo, come in (). Senza perdita di
generalita, possiamo ovviamente richiedere che i coefficienti dei polinomi
siano interi, moltiplicando ogni equazione per il minimo comune multiplo

dei denominatori. Alcune tra le domande piu ovvie da porsi sono:

1. Esistono delle soluzioni? C’¢ un algoritmo che possa determinare

quando un problema diofanteo abbia delle soluzioni, in Z o in Q7
2. Il problema ha un numero finito o infinito di soluzioni?

3. Si possono trovare tutte le soluzioni, in teoria? C’¢ un algoritmo per

determinarne almeno una?



4. Possiamo descrivere l'insieme di tutte le soluzioni, o almeno la sua

struttura?

Noi non svilupperemo il problema fondamentale dell’esistenza o meno di
punti razionali su una varieta; in questa sede osserviamo soltanto che gli
strumenti principali per la risoluzione di questo tipo di problemi sono coomo-
logici. Osserviamo perd che dato un polinomio F'(xg,...,x,) a coefficienti
razionali, possiamo sempre trovare un campo K in cui abbia una soluzione:
¢ sufficiente infatti calcolare una soluzione « del polinomio F(1,...,1,z,,),
e porre K = Q[v], percio esiste sempre un campo in cui la varieta definita
da F' ha supporto non vuoto. Questa e la motivazione che porta alla defi-
nizione, nel primo capitolo, della nozione di altezza di un punto relativa al
campo di numeri K, denotata con il simbolo hk. In ogni caso, noi lavoreremo
principalmente con varieta definite su Q e immerse in uno spazio proiettivo
P"; in questo caso, l'altezza h = hg di un punto razionale x € P"(Q) puo
essere illustrata facilmente: x, infatti, puo essere scritto in maniera unica

nella forma
x = (xg,...,2p) con x; € Z per ogni i e MCD(xg,...,z,) = 1.
Definiamo allora I’altezza di x come la quantita
h(x) = max{|zo|,...,|zs|}
E chiaro che, per ogni T' € R, I'insieme
{xeP"(Q) : h(x) <T}

e finito, dato che esiste solo un numero finito di interi z € Z che soddisfano
x| <T.

Tale definizione di altezza permette di calcolare quanti punti razionali
ci siano nel “cubo” il cui lato misura T'; questo sara il nostro principale
strumento di investigazione, dato che ci occuperemo principalmente della
seconda domanda, o piu precisamente, studieremo come il numero di pun-
ti razionali cresce all’aumentare del lato del cubo (cio¢ quando 7' — o0).

Definiamo infatti la funzione di conteggio N



Definizione 1: La funzione di conteggio di P™(K) & la quantita
N(P*"(K),T) = #{x € P"(K) : hg(x) <T}.

La locuzione “densita delle soluzioni”, frequente in geometria aritmetica,
assume percio un significato in questo senso.

Il problema di studiare questa funzione ¢ stato completamente risolto
da Schanuel nel 1979, nel suo articolo Heights in number fields [Sch79]; egli
infatti ha calcolato molto accuratamente la funzione di conteggio su uno

spazio proiettivo. Ricordiamo che la funzione zeta di Riemann é:

o0

C(s) = Zn_s = H 1—p 5t per Re(s) > 1.
n=1 p€Z primo

Nel caso in cui si conti il numero dei punti Q-razionali, il teorema di Schanuel
puo essere formulato come segue:

Teorema 2: Sia n > 1 un intero, T' € R, e sia N (P"(Q,T)) la funzione

di conteggio su P" relativa alla funzione altezza h : P"(Q) — Z. Allora:

5T24+0(TlogT sen=1
NP"Q),T)=4" ( )

%T”H + O(T™) altrimenti.

Nel Paragrafo 1.4 enunciamo la versione generale del teorema nel caso di
estensioni finite di Q.

Il passo successivo nella geometria diofantea consiste nello studio della
funzione di conteggio relativa al numero di punti razionali che giacciono su
una varieta:

Definizione 3: Sia V' C P" una varieta quasi-proiettiva data da un
insieme finito di polinomi omogenei f1,..., fr,91,...,9s € K[zo,...,zy] ot-
tenuta eliminando la varieta definita dai g; dalla varieta definita dai polinomi

fi; equivalentemente,
V={xeP"(K) : fi(x) =...= fr(x) =0 e almeno uno dei g;(x) # 0}.

Possiamo allora definire ’insieme dei punti K-razionali di V':

V(K) = {x=[zo,...,2n] €V : xg,...,x, € K}.



Posto inoltre R per 'anello degli interi di K, definiamo ’insieme dei punti

R-interi di V', denotato V(R), come l'insieme
VIR) = {x=[z0,...,2n) €V : mg,...,z, € R}.

Se V' & una varieta proiettiva, allora lo stesso V(K) ¢ un insieme di punti
interi; dato che non abbiamo g;, infatti, ogni punto in V(K) puo essere
scritto in coordinate omogenee a valori in R. Quindi, per varieta proiettive,
le nozioni di punto intero e razionale coincidono.

Analogamente a quanto fatto per spazi proiettivi, vogliamo contare i
punti razionali che appartengono alla varieta V' e si trovano allo stesso tempo
all’interno di un cubo di lato T'; se V' & immerso in uno spazio proiettivo P™,
0 piu in generale se abbiamo un morfismo ¢ : V — P™, possiamo definire la

funzione altezza su V:

hg : V(Q) — [1,00), tale che hy(x) = h(o(x)),

dove h : V(Q) — [1,00) ¢ la funzione altezza sullo spazio proiettivo P".
Quindi, se abbiamo un divisore D privo di punti base, possiamo definire un

morfismo ¢p : V — P, e una funzione altezza associata:

hv,p(x) = h(¢p(x)) per ogni x € V(Q).

Piu in generale, se D & un divisore su V, possiamo scrivere D come differenza
di divisori privi di punti base D = D; — D>, e quindi definire un morfismo
¢p, di V in P" per i =1,2.

Definizione 4: Per ogni divisore D su V, la funzione altezza di Weil &

hv,p(x) = hy,p, (x)/hv.D, (X) per ogni x € V(Q).

Le proprieta di tale funzione sono descritte nel teorema della macchina al-
tezza di Weil. Infine, possiamo definire una funzione di conteggio per i punti
su V:

Definizione 5: Sia V una varieta proiettiva, V(K) I'insieme dei punti
K-razionali di V e D un divisore su V. La funzione di conteggio per V

relativa all’altezza di Weil hp, denotata Ny (D, T), & definita da

Ny(D,T)=#{x e V(K) : hp(x) <T}.



Per curve proiettive C 1'ordine di crescita di N ¢ stato ampiamente stu-
diato e questo problema totalmente risolto: dipende dal comportamento
del divisore canonico K¢; c¢’é infatti una tricotomia che caratterizza la loro

classificazione; abbiamo:

- Curve di genere g = 0; il divisore anticanonico —K¢ di questo tipo di
curve & ampio, e tali curve sono isomorfe a P!; vale quindi un risultato
analogo al Teorema di Schanuel 2, ovvero l'ordine di crescita di N ¢

quadratico rispetto all’altezza standard.

- Curve di genere g = 1, anche dette curve ellittiche. 1l divisore canonico
di tali curve E ¢ linearmente equivalente a 0; il teorema di Mordell-
Weil, provato per K = Q da Mordell nel 1922 e nel caso generale da
Weil nel 1928, afferma che se l'insieme E(K) non & vuoto, allora & un
gruppo abeliano finitamente generato; il teorema di Néron, invece, da

una precisa descrizione della funzione di conteggio di E:

Teorema 6: Sia K un campo di numeri, E/K una curva ellittica, e sia
I' ¢ E(K) un gruppo finitamente generato di rango r. Allora, esiste
una costante a > 0, dipendente da E/K, I' e dall’altezza usata per

contare, tale che
NE(T) = a(log T)’“/2 + O((log T)(T—l)/2) _

Quindi, 'ordine di crescita di A & logaritmico.

- Curve di genere g > 2, il cui divisore canonico K¢ ¢ ampio; nel 1983

Faltings provo che C(K) & un insieme finito.

Per varieta di dimensione superiore, richiamiamo i seguenti fondamentali

risultati:

- Una varieta A si dice abeliana se possiede anche una struttura di grup-
po abeliano. In effetti, il teorema di Mordell-Weil asserisce che A(K)
¢ finitamente generato, mentre quello di Néron descrive la funzione di

conteggio di una varieta abeliana.

- Abbiamo gia visto il comportamento della funzione N per spazi pro-

iettivi; ora, perd, vogliamo studiare la funzione N indotta dall’altezza



di Weil relativa al divisore anticanonico —Kpn; tale divisore e linear-
mente equivalente a (n + 1)H, con H divisore iperpiano; una del-
le proprieta delle funzioni di Weil, chiamata additivita, afferma che
h_g(x) = hy(x)"™L. 1 teorema di Schanuel 2 pud essere quindi

riformulato come segue:

Teorema 7: Si ha:

Npn((n+ 1)H,T) = aT(1 + O(1)).

Gli spazi proiettivi sono un caso speciale delle varieta di Fano, definite
come varieta con divisore anticanonico ampio. Nel 1989 Manin ha notato
che per tali varieta, se ’altezza usata per contare viene indotta da —Ky/,
la relativa funzione di conteggio N sembra avere una proprietd di crescita
lineare, e ha quindi formulato la seguente

Congettura 8: (Manin) Se V e di Fano e V(Q) € denso in V rispetto alla
topologia di Zariski, allora esiste un sottoinsieme aperto di Zariski U C V
tale che

Nu(=Ky,T) =cT(1+0(1)).
Sono stati proposti molti raffinamenti di tale congettura: consideria-

mo ad esempio una varietd nonsingolare V' (non necessariamente di Fano);

log Nv (T)
logT

a(D) = inf{r € Q : r[D] + [Kv] € Ay (V)} (chiamato anche costante

definiamo fy(h) = limp .o (assumendo che tale limite esista) e
di Nevanlinna di D). Allora Manin e Batyrev hanno proposto la seguente
generalizzazione alla Congettura 8:

Congettura 9: (Batyrev, Manin) Per ogni € > 0, esiste un aperto di
Zariski U C V tale che Oy < a(V) + €.

Questa affermazione e supportata da alcuni risultati; notiamo, infatti,
che per curve C di genere g > 1 la costante di Nevanlinna a(C) & 0 e 'ordine
di crescita di A/ & meno che lineare (logaritmico per curve di genere g = 1,
mentre A/ & limitato per curve di genere g > 2).

Noi ci occuperemo principalmente di varieta di Fano di dimensione 2,
dette anche superfici di del Pezzo. Nel Capitolo 3 descriviamo accuratamente
la costruzione della cubica in P2, che si rivela essere una superficie di questo

tipo. Un risultato classico afferma che ogni superficie di del Pezzo liscia e



irriducibile si ottiene o come scoppiamento del piano proiettivo P2 in r punti
in posizione generale per qualche r» = 0,...,8, oppure ¢ isomorfa a P! x P!
inoltre, tale superficie puo essere immersa in P come una superficie di grado
d =9 —7; la loro proprieta piu importante € che ognuna di esse contiene un
numero finito di rette.

D’ora in poi studieremo superfici di del Pezzo Sy di grado d € {3,...,8}
ottenute come blow-up del piano proiettivo; denotato con LL il campo di
spezzamento per le rette (finite) di Sy, definiamo allora il gruppo di Picard
algebrico come l'insieme

Pic(S4) = Picg(Sq) /D),
contenente l'insieme degli elementi di Pic@(Sd) che rimangono fissati tramite
l’azione del gruppo di Galois di L su Q. Il rango di Pic(Sy) sara denotato
con pg.

Contando punti K-razionali, per un certo campo K, notiamo che quando
almeno una retta € definita su K, per il teorema 2 di Schanuel, si ha un ordine
di crescita della relativa funzione di conteggio N/ quadratico; per evitare
il problema del campo di definizione delle rette, percio, considereremo il
sottoinsieme aperto Uy = Sq \ {L%, ... ,L?( d)} dove le L¢ sono tutte le rette
contenute in Sy.

La Congettura di Manin 8 puo essere quindi riformulata, per superfici
di del Pezzo, come segue:

Congettura 10: (Manin) Supponiamo che Sy C P? sia una superficie
di del Pezzo di grado d come sopra. Allora esiste una costante a(Sq, H) > 0
tale che

Nu(T) = a(Sa, H)T(log T)** ' (1 + o(1)) .

Questa congettura e stata verificata in molti casi:

Definizione 11: Una varieta proiettiva liscia V' & detta torica se contie-
ne un sottoinsieme U isomorfo ad un toro (ovvero, se U = G¢, su K) e con
la proprieta che la legge di gruppo U x U — U si estenda ad un morfismo
UxV —>V.

In altre parole, ¢’¢ un’azione di un gruppo algebrico di U su V. Batyrev

e Tschinkel hanno provato nell’articolo [BT9§| il seguente risultato:



Teorema 12: La Congettura di Manin (analoga a 10) & verificata per
ogni varieta di Fano torica.
Inoltre, Derenthal ha provato ([Der(6, Proposition 8]) che:

Teorema 13: Tutte le superfici di del Pezzo di grado d > 6 sono toriche.
Quindi, la congettura di Manin e verificata per superfici di del Pezzo di grado

d > 6.

Per superfici di del Pezzo di grado 5, invece, il risultato piu rilevante si
deve a de la Breteche [dIB02], che ha provato la congettura di Manin nel
caso di superfici split, che si hanno quando tutte le loro rette L; sono definite
su K:

Teorema 14: Per ogni T' > 3 esiste una costante a5 > 0 tale che:

Nu,(T) = asT(log T)* <1 +0 (@)) .

Noi partiremo da questo risultato per studiare, seguendo il secondo para-
grafo di [MT93], la funzione di conteggio Ny, sulle quartiche e sulle cubiche
split di del Pezzo, e troveremo induttivamente che:

Teorema 15: Esistono delle costanti positive a4 e a3 tali che:

5 9 .. 5
Bu,(—K4) < 245 = =, quindi Ny, (T) = asT3Te;

4 4
4 S o 54c
Bus(—K3) < U= 3 quindi Ny, (T) = agTs™*.
Trovare soluzioni intere di forme del tipo Fy = z3 + 23 + 23 + 23 &

comprensibilmente un problema piuttosto famoso, dato che sembra essere
il successivo passo logico dopo I’equazione pitagorica a? + b?> = ¢?. Quindi,
per motivi storici i matematici si sono concentrati sulle soluzioni di tale
problema. II miglior risultato finora disponibile, dovuto a Heath-Brown
[HBI7], &:

Teorema 16: Sia S; C P3 una superficie cubica contenente 3 rette

complanari £1,¢9 e f3 definite su Q. Allora:

Ny (—K3,T) < T.

Con una breve descrizione della prima parte di questa dimostrazione, si

conclude la tesi.
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