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0.1. DESCRIZIONE DEL MODELLO

0.1 Descrizione del modello

0.1.1 Generalita.

In questa tesi ci siamo occupati della descrizione di un particolare modello
di Random Walk in mezzo aleatorio nel tempo e nello spazio.

Il contesto nel quale c¢i muoviamo e costituito da un reticolo a coordinate
intere di dimensione arbitraria (Z”,v > 1) nel quale pensiamo in movimento
una particella la cui posizione, istante per istante, e descritta da una variabile
aleatoria vettoriale X (t) = X;, con t a valori in Z.

Il valore che X; assume al variare del tempo e determinato dalle par-
ticolari condizioni (realizzazione) del mezzo in cui si muove. Piu precisa-
mente assumiamo di assegnare un certo stato ad ogni punto del reticolo
v-dimensionale, scegliendolo in un insieme finito di elementi per mezzo di

un’assegnata distribuzione di probabilita.

Indicheremo 'insieme degli stati possibili con:
S ={s1,52...5,.}
mentre ¢ sara la generica realizzazione del mezzo, ovvero:
E={& () e S x eVt €Z}
Per quanto detto 'insieme:
Q={tes”"}

costituira lo spazio di tutte le configurazioni possibili per 'ambiente in cui

avviene il moto.
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Gli stati s € . da assegnare ad ogni sito del reticolo, vengono scelti
ponendo una distribuzione 7y sull’insieme ., conseguentemente assegneremo

una probabilita Iy su 2 definita come misura prodotto a partire dalla 7.

L’evoluzione, ad un passo, del nostro modello ¢ definita attraverso la seguente

probabilita di transizione:
PXpn=y|Xi=28)=R{y—2) +tecly—25E(2)

con z,y € Z" e con:

- Py (x) la probabilita per la nostra particella di transire dall’origine alla

posizione x in un passo

- € un parametro che rende conto dell’ intensita dell’interazione tra par-

ticella e mezzo.

- ¢(y,m (x)) la perturbazione al Random Walk (RW) libero che esprime

I'influenza dell’ambiente sul moto della particella.
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0.1.2 Formalizzazione.

Denoteremo con X; € Z",v > 1, la posizione del random walk ad un generico
tempo t. L’ambiente prende valori in un certo insieme . = {s1,$3...,8,} di
stati. Lo spazio delle configurazioni del mezzo ad un dato tempo t & denotato
come & = {& (z) 1z € Z"} € Q, essendo Q = % infine O = .72 & lo

spazio delle storie dell’ambiente che saranno indicate con:

§={&(x): (t,x) €2}

Sull’ insieme degli stati . poniamo una distribuzione di probabilita 7 e
tramite essa generiamo la misura prodotto Iy = W%VH sullo spazio delle
configurazioni Q. Nel seguito indicheremo le medie calcolate rispetto alla
misura I, o relativamente alla misura 7y per un singolo punto (¢, z) € Z"!,
con la simbologia < - >.

La probabilita di transizione ad un passo, per una fissata configurazione &

dell’ambiente, e definita come:

PXin=y|Xi=28§)=R{y—2) +tec(y—2z7E ()

ed affinche si tratti di una probabilita chiediamo che per € € (0,1) e per ogni

coppia (u,s) € Z¥ x .7, con v > 1, siano soddisfatte le seguenti condizioni:
(a) 0 < Py(u)+ec(u,s) <1
(b) > uem c(u,s) =0
(©) 2serc(u,8) 7 (s) =0
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Dalla condizione (c) si vede subito come P sia la media della probabilita di

transizione:
<P(Xt:Z|Xt71:$;£>>:P0(2_x)7 v(t’m)EZVJrl
Chiediamo inoltre che valgano le seguenti ipotesi:

(i) (range finito) ID >1:Py(u) =c(u,s)=0  V|u| > D,Vs € .

(ii) La funzione caratteristica associata a Pp:
ﬁ(](/\) = ZPO (u)ei(AM)? )\E()\la"‘7)‘l/> €1
u€eZ”

essendo TV 1’ usuale toro vr—dimensionale, deve soddisfare:

(iia) [o(\) |< 1, VA0

(iib) il termine quadratico dell’espansione di Taylor nell’intorno del
punto A = 0:
R 14 1 v
lnpo ()\) = ZZ bk)\k — 5 Z cij)\i)\j —+ ..
k=1 ij=1

e strettamente positivo per \ # 0.

Il modello cosi costruito ¢ chiaramente invariante per traslazioni, quindi
non e restrittivo assumere che il nostro random walk parta sempre dall’origine
al tempo t=0. La probabilita che il RW si trovi nel sito v € Z" al tempo t,
per una data configurazione £ € €0, si scrivera come P (X = ulXo =0;¢).

Dai risultati ottenuti in [9] sappiamo che, sotto le condizioni espresse in

(iia,iib) il Teorema del Limite Centrale (TLC) vale per il RW mediato P,.
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Infatti se consideriamo i seguenti funzionali:

RS & 1)

definiti su Cyy, lo spazio delle funzioni continue e limitate da R” a R, dove:

-b=> cpu-FPo(u)=(by,...0b,) ¢il vettore in (iib)

- P 1a convoluzione di T copie di Py ovvero: Pl = Py* Py*--- Py, con
NS >

VvV
Twolte
la convenzione che P (u) = 4,0,

allora otteniamo:

Jm iy ()= [ (Qf)ye-%f““)f(u)du )

_1

essendo g (u) = 1/ﬁe 24 ]a densita della misura gaussiana p, A la

forma quadratica A = 7, a;v,05,v € RY, a = {a;;} I'inversa della matrice

¢ = {c¢;;} che appare in (iib) ed infine C' = det a.
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0.1.3 Principali risultati noti sul modello.

Consideriamo l'insieme dei seguenti funzionali lineari su Cy, :

u§<f>z§P<XT=urxo=o;5>f(“;';T), ceh fecy (3)

allora valgono i seguenti risultati:

Teorema 0.1. Per ogni v > 1, se € sufficientemente piccolo, 3 Q' < Q tale
che Il (Q’) =1eVE € <Y, le misure ufT convergono debolmente, quando

T — o0, alla misura gaussiana .

Dal teorema (0.1) segue 1" usuale formulazione per il TLC. I seguenti
teoremi riguardano le correzioni al valor medio, ovvero al vettore b incontrato

precedentemente, ed alla matrice di correlazione A.

Teorema 0.2. Per ogni v > 3 e per ogni n > 1 fissato, 3 un numero €,,,

tale che Ve < €,,, la sequenza &7 (§) = E(X7 | Xo = 0;€) — Tb converge in

L*" (I1y) ad un funzionale vettoriale limite & (§) = {&; :i=1,... v}.
Inoltre se n (% —1) > 1, allora Ve < €,, la sequenza & (€) converge

[Ty — q.o. in Q.

Teorema 0.3. Yv > 5 e per ogni fissato n > 1 si puo trovare un numero

positivo €, tale che le sequenze:
¢ () =E <(XT —E(X7l§)); (Xr — E(X7|§)); [ Xo = 0;§> —¢; T, t,j<v

convergono in L' ai funzionali limite € (€).

v

Inoltre se n (5 — 2) > 1, allora Ve < €, le sequenze €5 (£) convergono

[Ty — q.o0. in Q.
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Per i funzionali & (€) e %;; (§) ¢ possibile una scrittura esplicita che viene
effettivamente data in [6].

Dal teorema (0.1) si evince che il termine leader nell’asintotica del funzionale
pfp (f) non dipende dall’ambiente. Le correzioni aleatorie al TLC appaio-
no quando consideriamo i termini successivi nell’espansione di ,ugT (f) per
funzioni f sufficientemente regolari.

Per formalizzare questa asserzione consideriamo lo spazio €,k = 1,2, ...
delle funzioni, da R” a R, di classe €* su R limitate con le proprie derivate,
dotato della seguente norma:

I7le= max |2/ ()]
aeN?:|a|<k

olel

dove a = (a,... ) € un multi indice a valori interi, %, = sl
177 v

la| =327 a.

Il seguente teorema descrive la correzione al TLC in dimensione v > 3 :

Teorema 0.4. Per ogniv > 3 e per ogni fissaton > 1, se € € sufficientemente

piccolo, la sequenza dei funzionali:

1 (£l6) = VT | (f) = n(f)]

converge in L*" (Iy) per ogni f € €syp ad un funzionale limite ® (f | €).
Inoltre per ogni n (% — 2) >13Q c Q tale che I, (Q) =1eVEcQla

sequenza Or (f | €) converge Vf € €ay.
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In dimensione v > 5 la correzione al TLC e descritta da un risultato analogo:

Teorema 0.5. Per ogniv > 5 e per ogni fissaton > 1, se € e sufficientemente

piccolo, la sequenza dei funzionali:

Ur (f1€) =T [y (f) = n(f) = 52 (f 1)

converge in L*™ (Tly) per ogni f € €3y ad un funzionale limite W (f | &).
Inoltre per ognin (% — 2) > 130 c Q tale che 11, (Q’) =1leVéeQ la

sequenza W (f | €) converge Vf € €3p.

I teoremi (0.4) e (0.5) studiano i contributi di ordine O (%) e O (%) che
appaiono nel TLC ottenendo correzioni finite dipendenti dalla particolare
realizzazione £ del mezzo. E inoltre possibile dare una formula ricorsiva per
le correzioni di ordine successivo. Infatti se per ogni m € Nt definiamo le
grandezze:

O (f1€) = VT (45 (f) = 1 (/)]

¢2T(fIé)ET[ui(f)—u(f)—%@(fIE)]
1

QP (fE=T"% [ué(f)—u(f)——T@l(fr@—--

o (f [ €)]

S

. m—1
T3
dove:

oW (&) = lm af™V(f]€), 1<k<m
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vale allora , come si dimostra nella tesi (non pubblicata) del Dott. L.

Pasqualini, il seguente risultato:

Teorema 0.6. Dato m > 1, per ogni v > 2m + 1 e per ogni fissato n > 1,

se € e sufficientemente piccolo, la sequenza dei funzionali:

m

O (f1€)=T% [y (f) = n(f) = 5@ (F1€) = gz @V (£ )]

converge in Li', per ogni f € Cpmi1p, ad un funzionale limite dm) (f£]€)
Inoltre per ogni n(% —2) >13Q C Q tale che II, (Q> =leVeeQ la

sequenza WU (f | €) converge Vf € €rni1p-

Ne viene che i risultati ottenuti in merito all’andamento dei termini di ordine
maggiore nell’espansione del TLC, per tempi lunghi e v > 3, dipendono
dall’ambiente e la tradizionale espansione delle potenze di T2 si riduce ad

un numero finito di termini, pitt precisamente essa ¢ data dai termini di

ordine T_Tk, dove k = [(Vgl)] ¢ I'intero pit grande tra quelli pitt piccoli di 3.
Le tecniche utilizzate per ottenere i teoremi (0.4), (0.5) e (0.6) falliscono in
dimensione v = 1 e v = 2 dove le correzioni al TLC non sono piu date da
termini finiti, ovvero dai funzionali ®™ (f|¢), ma risultano essere, quando
opportunamente normalizzate, delle variabili gaussiane.

In particolare in [7] si dimostra che in dimensione v = 1 la correzione al
TLC e data da un termine di ordine T’ ’%, dipendente dall’ambiente che, se

opportunamente normalizzato, tende, per T" — 00, ad una variabile aleatoria

gaussiana.
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Piu precisamente sia f una funzione regolare e consideriamo,fissata una
particolare realizzazione £ del mezzo,l'usuale media normalizzata. Separiamo
il contributo dovuto alla perturbazione aleatoria al RW libero nel seguente

modo:

QCGZZP(XT_.%‘XO—O;Q]” ("L’\—/;T) _

- )] ("7 ) + T an 10

Il risultato principale di [7] consiste nel seguente:

Teorema 0.7. Se e ¢é sufficientemente piccolo, la correzione 2p (f|€) tende
in distribuzione, quando T — oo, ad una variabile gaussiana centrata avente

dispersione pari a:

Em/olds/dqu(s,u)C(s,u) </deg(1—s,v)f/(u—|—v)>2. (5)
dove:

c 0 =Y en Po(u) (u— b)> rappresenta la dispersione del RW mediato.

w2

T 59,24
__ e 20“s .
- Ky (s,u) = 5o © 1l nucleo del calore.

- ( (s,u) rappresenta un rumore bianco nello spazio tempo, ovvero:
(C(s,u) C(s',u')) = 059 0uu-
- M & una costante che viene determinata in [7].

L’equazione (5) dimostra come l’ambiente agisca sostanzialmente punto per

punto nello spazio e nel tempo.

10
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0.1.4 Risultati contenuti nella tesi.

I risultati originali di questa tesi consistono nello studio delle correzioni al
TLC tanto per il RW X | in dimensione v = 2, quanto per i corrispondenti
cumulanti di ordine 1 e 2 in dimensione v = 1, 2.

In particolare definito:
Qr(x | &) = P(Xr =1 | Xo = 0;€) — Fy (2) (6)

faremo vedere che il termine aleatorio:

201102\ S ante o (“7") 7)

TEZ2

tende in distribuzione, per f sufficientemente regolare e per T' — 400, ad

una variabile gaussiana con media nulla e varianza pari a:

gmi /01 ds/d“ K& (s,u) (/ Ke(l - Sav)fi(u+v)dv>2 (8)

dove:

\/6 e Av)

KC(S,U) = % 2s

mentre le costanti 91; verranno determinate nel Capitolo 2 della tesi.

Inoltre una volta definite le componenti del vettore della media:

&1 (&) =E((X)i | Xo=0,8) = bT (9)
essendo b = (by,...,b,) e quelle della matrice di covarianza:
@5 = E((Xr —bT)y(Xr —bT); | Xo = 0,§) — ¢T (10)
peri,j=1,...,verv =12 faremo vedere che valgono i seguenti teoremi:

11
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Teorema 0.8. Per v =1, se € ¢ sufficientemente piccolo, una volta definita

ST = ((&)2)2, la sequenzas

1(8)
ST

converge in distribuzione, per T — 00, ad una variabile gaussiana avente

media nulla e varianza pari ad 1 ed inoltre si ha ST =< Ti.

Teorema 0.9. Per v = 2, se € ¢ sufficientemente piccolo, una volta definita

ST = ((&r)2)2, la sequenzas
ér(8)
qT

converge in distribuzione, per T' — 00, ad una variabile gaussiana avente

media nulla e matrice di covarianza:
¥ ={bi;} = {{b:(")b;("))}
essendo b;(-) = > e wic(u; +). Inoltre ST < (InT)z=.

Teorema 0.10. Perv = 1, se € ¢ sufficientemente piccolo, una volta definita

ST = ((€7)%)z, la sequenza:

X

(€
ST

converge in distribuzione, per T — 00, ad una variabile gaussiana avente

~—

media nulla e varianza pari ad 1 ed inoltre si ha ST = Ti.

Teorema 0.11. Perv = 2, se € e sufficientemente piccolo, una volta definita

5‘5 = <(C55)2>%, la sequenza:

converge in distribuzione, per T' — 00, ad una variabile gaussiana avente

‘ ‘ : : 5 1
media nulla e varianza pari ad 1 ed inoltre Sg =Tz,

12
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