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La teoria delle superficie di Riemann, cosi come suggerisce il nome, ha
avuto origine dalle idee e dal lavoro del matematico Bernhard Riemann, che
ne getto le fondamenta a partire dalla sua tesi di dottorato nel 1851. La moti-
vazione principale, che ¢ alla base di tale costruzione, puo essere sintetizzata
nel desiderio di studiare funzioni meromorfe, cercando di estenderle al piu
grande dominio di definizione possibile, in virtu dei risultati di unicita del
prolungamento analitico, dovuti a K. Weierstrass. Per ovviare ai problemi
legati allo studio di funzioni polidrome (a piu valori), Riemann introdusse
delle particolari superficie connesse a pit fogli associate a tali funzioni che
possono essere interpretate come un rivestimento del piano complesso C o
della sua compattificazione, la sfera di Riemann C. Al di sopra di ogni punto
di C (o di @) distinto dai punti di ramificazione, ovvero i punti in cui piu
valori della funzione vengono a coincidere, vengono a sovrapporsi tanti fogli
quante sono le possibili determinazioni della funzione. Incollando tali fogli in
corrispondenza dei punti di ramificazione si ottiene una superficie S su cui
la funzione a piu valori considerata puo essere ben definita come una “vera”
funzione (ad un valore) dalla superficie S sul piano complesso C (o su @)

Nonostante la prematura morte di Riemann, avvenuta nel 1866, fu conti-
nuato lo studio di tali superficie e vennero descritte in dettaglio (soprattutto
da Hermann Weyl, [W-64]) le superficie associate a funzioni algebriche in una
variabile, z = z(x), cioé funzioni complesse definite implicitamente da una

funzione polinomiale:
F(x,z) == ap(x) + a1(x)z + - - - + an(x)2",

con F(z,z) € Clz, 2] irriducibile e nonsingolare.
A tale tipo di superficie S & associato un altro concetto fondamentale intro-
dotto da Riemann, quello di campo delle funzioni razionali (o meromorfe)

definite su S, C(S). Precisamente se F(z,z) e la funzione polinomiale che



definisce implicitamente z(x), si ha:
Clz)lz]
(F(z,2))’

Clz,z]
(F(z,2)) "

Uno dei problemi che Riemann aveva sollevato era quello di ricercare su una

C(S) =

campo dei quozienti dell’anello integro

data superficie di Riemann le funzioni meromorfe che posseggono al pit un
polo del primo ordine in d punti assegnati (d > 1) e che, al di fuori di tali

punti, siano olomorfe.

Intorno al 1880 numerosi matematici, tra cui Richard Dedekind e Heinrich
Weber, si adoperarono per risolvere alcuni problemi legati alle curve algebri-
che da un punto di vista puramente algebrico; tale periodo della storia della
matematica e infatti conosciuto come il periodo dell’approccio aritmetico alle
curve algebriche.

Dedekind e Weber si propongono, come prima cosa, di costruire una super-
ficie di Riemann che abbia come campo delle funzioni razionali un campo
K assegnato che sia estensione finita di C(X); a tal fine costruiscono una
superficie di Riemann astratta, S(K), costituita dalle classi d’equivalenza di
valutazioni (discrete) di K che siano banali su C.

I punti (o posti) di S(K) inoltre si determinano abbastanza facilmente; in-
fatti ogni valutazione (discreta) di K banale su C ¢ proporzionale ad una
valutazione discreta di C(X) banale su C e il fattore di proporzionalita tra
queste valutazioni e un intero, detto indice di ramificazione. Dunque per

ottenere tutti i punti di S(K) ¢ sufficiente determinare:

- tutte le valutazioni di C(X) banali su C;

- per ognuna di esse le sue estensioni a K.

Al fine di determinare completamente S(K) ¢ inoltre di grande aiuto il fatto
che sia possibile dimostrare che il numero di estensioni a K di una data va-

lutazione discreta di C(X) ¢ sempre finito quando K ¢ un’estensione finita
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di C(X).

E possibile anche dimostrare che esiste una corrispondenza biunivoca tra
i punti di S(C(X)) e i punti di @, considerato quindi un punto @) € @, cioe
una valutazione ordg € S(C(X)), se ordp,,...,ordp, sono le valutazioni di
K che estendono ordg, allora diremo che i punti P, ..., P, di S(X) sono al
di sopra del punto @; i punti al di sopra di co saranno i punti all’infinito,
gli altri si diranno a distanza finita. In questo modo S(K) ha una struttura
simile a quella di una superficie di Riemann, in quanto determina un rivesti-
mento a piu fogli di C.
Una delle differenze sostanziali di tale costruzione astratta rispetto alla co-
struzione di Riemann classica risiede nell’assenza su S(K) di una struttura
topologica “naturale”; tale mancanza ¢ alquanto penalizzante, considerato
I'importante ruolo che nella teoria di Riemann hanno concetti legati a pro-
prieta di continuita come quello di derivata e di differenziale.
Dedekind e Weber colmano tale mancanza definendo su S(K') una topologia
che ispirera poi Zariski, all’introduzione di una topologia ormai di uso comu-
ne in geometria algebrica.
E opportuno osservare anche che gli elementi z € K tali che ord p(2) > 0 per
ogni punto P € S(K) a distanza finita formano un anello, in particolare costi-
tuiscono una struttura algebrica oggi conosciuta come dominio di Dedekind
nel campo K. Anche grazie alle proprieta di tali domini, e all’introduzione
della nozione di divisore, Dedekind e Weber riuscirono a risolvere il problema
che Riemann aveva posto riguardo alla determinazione delle funzioni mero-

morfe che avessero al pitt un polo del primo ordine in d punti assegnati.

La costruzione originale di Dedekind e Weber fornisce lo spunto per una
trattazione piu generale, cioe la costruzione di una superficie di Riemann

astratta di un arbitrario campo K visto come D-algebra, dove D e un domi-



nio (integro) contenuto in K. Tale superficie sara costituita dalle classi d’e-
quivalenza di valutazioni (non banali) di K, il cui anello associato contenga il
dominio D assegnato. Chiaramente, in questo caso, non ¢ piu assicurato che
le valutazioni di K siano tutte discrete e cido comporta, nella determinazione
di punti di S(K), una difficolta notevolmente maggiore rispetto all’originale
teoria.

Anche nel caso generale suddetto e comunque possibile definire una strut-
tura topologica su S := S(K, D), ma sara molto piu complicato, descrivere
esplicitamente una tale superficie astratta.

Dopo aver analizzato la costruzione delle superficie di Riemann astratte nel
senso di Dedekind e Weber, facendo uso del linguaggio moderno, sara nostro
obiettivo caratterizzare una particolare categoria di superficie di Riemann
astratte, in particolare le superficie S := S(K, D), dove D ¢ un dominio in-
tegro e K e il suo campo dei quozienti.

Utilizzando la caratterizzazione di M. Hochster (cfr. [H-69]) degli spazi spet-
trali dimostreremo che una tale superficie astratta e spettrale, cio vuol dire,
in particolare, che esiste un anello R, dipendente da D, tale che S(K, D),
dotato della topologia alla Zariski sopra menzionata, ¢ omeomorfo allo spet-
tro primo di R, Spec(R), dotato della topologia spettrale di Zariski.
Purtroppo 1'utilizzo della caratterizzazione di Hochster (non costruttiva),
benché porti grande vantaggio per quanto riguarda la dimostrazione del fat-
to che S e spettrale, non fornisce invece alcun indizio su quale sia ’anello
R il cui spettro sia omeomorfo a S. Tale caratterizzazione si basa infatti
su criteri esclusivamente topologici, in particolare asserisce che uno spazio
topologico (X, 7) ¢ spettrale se, e soltanto se, ¢ Ty, quasi-compatto, se i suoi
aperti quasi-compatti sono chiusi per intersezioni finite e formano una base
e se ogni chiuso irriducibile e non vuoto di X ammette un punto generico.
Dunque risulta chiaro che anche verificando per S le suddette proprieta si ¢

ancora lontani dalla determinazione di R con Spec(R) = S(K, D). Esplici-



tare tale anello R sara l’obiettivo che rappresentera la conclusione del nostro
lavoro e, per fare cio, avremo bisogno di introdurre nuovi concetti, in parti-
colare avranno un ruolo determinante i domini di Priifer, le x-operazioni, e
gli anelli di funzioni di Kronecker.

Non ci addentreremo in uno studio particolareggiato delle strutture sopra
menzionate, limitandoci a dimostrare tra le loro proprieta quelle che ci sa-

ranno utili. Nello specifico:

1. se D ¢ un qualsiasi dominio integro con campo dei quozienti K al-
lora S(K,D) = S(K,D'), dove D' denota la chiusura integrale (o

normalizzazione) di D;

2. su un dominio integralmente chiuso (pit precisamente sul semigruppo
dei suoi ideali frazionari) & sempre possibile definire la b-operazione, un
particolare esempio di x-operazione e.a.b. (acronimo di endlich arith-

metisch brauchbar) ovvero che gode di buone proprieta aritmetiche;

3. considerando la b-operazione su un dominio integralmente chiuso D
resta definito un anello: 'anello di funzioni di Kronecker Kr(D,b) del

dominio D rispetto alla b-operazione;

4. Tanello di funzioni di Kronecker Kr(D, b) ¢ un dominio di Priifer e il suo
campo dei quozienti ¢ K (X), inoltre la superficie di Riemann astratta

S(K(X),Kr(D,b)) ¢ omeomorfa a S(K, D);

5. se R ¢ un dominio di Priifer allora gli ideali primi di R sono in corri-

spondenza biunivoca con i sopraanelli di valutazione di R.

Grazie alla dimostrazione di queste proprieta e possibile costruire un
omeomorfismo composto ¥p della superficie di Riemann astratta S(K, D)

nello spettro Spec(Kr(D',b)):

¥p : S(K,D) — S(K,D') —= S (K(X), (K(D', b)) — Spec (Kr(D', b)) .



Da tale omeomorfismo in realta si puo giungere fino a dimostrare che c’e
un’equivalenza naturale del funtore che associa ad un dominio integro la sua
superficie di Riemann S(K, D) con la composizione dei funtori “chiusura nor-
male” | “prendere I'anello di funzioni di Kronecker rispetto alla b-operazione”
e “prendere lo spettro primo”.

In conclusione, benché intuitivamente siano concetti assai differenti, la su-
perficie di Riemann astratta S(K, D) con D dominio integro con campo dei
quozienti K, e Spec(Kr(D’,b)) sono oggetti assai simili (omeomorfi!) ed
e quindi affascinante pensare che, dato comunque un dominio integro D,
questo ammetta un anello associato (ben precisato oltretutto) il cui spettro
determini completamente la totalita dei domini di valutazione V di K tali
che D CV CK.

Il fascino di tale proprieta e purtroppo, in un certo senso, offuscato dal fatto
che non comporti grande efficacia pratica nel contesto generale; partendo dal
presupposto che e compito assai arduo quello di determinare i sopraanelli di
valutazione di un arbitrario dominio D, a cio si aggiunge il problema che de-
terminare esplicitamente lo spettro di un anello puo essere molto complicato.
Basti pensare che per domini studiati in modo approfondito (e.g. Z[X]) la
determinazione dello spettro comporta un discreto lavoro aggiuntivo; ¢ dun-
que chiaro che nel caso in cui sia gia difficile descrivere esplicitamente gli
elementi di un anello, come spesso ¢ il caso dell’anello di funzioni di Kronec-

ker, determinare il suo spettro diventa un compito estremamente complesso.

La tesi e articolata su 4 capitoli, di cui diamo una breve descrizione:

1. Il primo capitolo e interamente dedicato alle valutazioni; viene messa
in risalto ’analogia tra tale nozione, quella di anello di valutazione e

quella di posto, equivalenza che puo essere sintetizzata nella tabella



seguente.

Valutazioni Valutazioni Anelli
con gruppo di valori con gruppo di valori di valutazione Posti
con notazione moltiplicativa | con notazione additiva
v K—Ag v K—Too (A, m, k) P: Koo—koo
v(z)=0 <> z=0 v(z)=00 <> z=0 P(1)=1 e P(co)=cc0
v(zy)=v(z)v(y) v(zy)=v(z)+v(y) ACK=Qz(A) P(ay)=P(x)P(y)

v(z+y) < max(v(z), v(y))

v(z+y) > min(v(z), v(y))

reK\A=z"1€A

P(z+y)=P(z)+P(y)

(* se ha senso)

z€A
rem
z€U(A)=A\m

zeK\A

P()#0 P(z)#00

P(x)=00

Tabella 1: Tabella di conversione

Successivamente verranno studiate le proprieta generali delle estensioni
di valutazioni e in particolare le valutazioni discrete e le loro estensioni
e, piu nello specifico, le estensioni delle valutazioni discrete canoniche
dei campi di serie formali. Un’ ultima parte del capitolo sara destinata
alla dimensione, non tanto importante quando si lavora con anelli di
valutazione discreta (di dimensione 1), ma grazie alla quale sara pos-
sibile comprendere meglio alcuni aspetti topologici delle superficie di

Riemann astratte.

2. Nel secondo capitolo costruiremo esplicitamente la superficie di Rie-
mann astratta nel senso di Dedekind e Weber, cioe la superficie di
Riemann astratta di K su k con k campo algebricamente chiuso e K
estensione finita di k£(X). Successivamente ci occuperemo degli aspet-

ti topologici: definiremo cioé su una generica superficie di Riemann
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astratta S una topologia alla Zariski e studieremo alcune delle proprieta
topologiche di S, principalmente separazione e compattezza. Poi ci de-
dicheremo alla topologia spettrale di Zariski sullo spettro di un anello
e alle sue proprieta.

Dopo aver descritto i criteri su cui si basa il Teorema di Hochster veri-
ficheremo, innanzitutto, che lo spettro primo di un anello verifica tali
proprieta e mostreremo che in particolare una superficie di Riemann

astratta del tipo S(K, D) e spettrale nel senso di Hochster.

. Il terzo capitolo ¢ interamente dedicato allo studio delle strutture che ci
serviranno per costruire I’'omeomorfismo di cui siamo alla ricerca. Intro-
durremo il concetto di ideale frazionario e di ideale invertibile; quindi
quello di dominio di Priifer e di dominio di Bézout. Successivamente ci
occuperemo di definire le x-operazioni e, tra queste, studieremo prin-
cipalmente le x-operazioni e.a.b. e 'anello di funzioni di Kronecker ad
esse associato. Tra le proprieta che avranno maggior peso nella tratta-
zione successiva dimostreremo che vi € una corrispondenza biunivoca
tra i sopraanelli di valuazione di Kr(D,b) e quelli di D, da cui seguira

I'omeomorfismo S(K, D) = S(K(X),Kr(D,b)).

. Nel quarto e ultimo capitolo determineremo esplicitamente un anello
R tale che la superficie di Riemann astratta S(K, D) sia omeomorfa
a Spec(R). Per costruire tale omeomorfismo utilizzeremo le proprieta
dimostrate soprattutto nei capitoli 2 e 3; mostreremo, poi, che chiusura
integrale, anello di funzioni di Kronecker e spettro primo si estendono a
funtori e mostreremo che la composizione di tali funtori € naturalmente
equivalente al funtore “passaggio alla superficie di Riemann astratta

S(K,D)” della categoria dei domini integri con le inclusioni.
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