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Oggetto di questa tesi sono le superfici di Riemann compatte, ovvero le

curve algebriche.

In questo lavoro descriveremo la costruzione della Varietà Jacobiana associa-

ta ad una superfice di Riemann compatta C e del suo divisore Theta.

Il nostro obbiettivo principale sarà lo studio dettagliato della geometria dei

punti singolari del divisore Theta ed il modo in cui essi racchiudono infor-

mazioni riguardo il “Problema di Riemann-Roch” per C.

Non daremo solamente i risultati classici di Riemann, che interpretano la

molteplicità di un punto singolare del divisore Theta, ma anche risultati più

recenti di Andreotti e Mayer, Mumford e Kempf.

La tesi è cos̀ı strutturata:

Nel primo capitolo elencheremo le principali definizioni e faremo una

veloce panoramica di alcuni risultati preliminari della teoria delle superfici

di Riemann e delle curve algebriche; tutto ciò ci servirà anche a fissare le

notazioni.

Non daremo alcuna dimostrazione delle proposizioni e dei teoremi enunciati,

rimandando il lettore interessato a testi quali [Mir95], [Ful95], [Gun66] e

[FK92].

Alcuni risultati della teoria delle funzioni complesse a più variabili sono stati
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dati per acquisiti.

Nel secondo capitolo mostreremo la costruzione della Varietà Jacobiana

associata ad una curva C di genere g ≥ 1.

A tale fine sfrutteremo la struttura del primo gruppo di omologia di C e del

primo gruppo di coomologia di De Rham.

Sia {α1, . . . , αg, β1, . . . , βg} una base dell’omologia di C, come da figura:

dimostreremo che esiste un’unica base {ω1, . . . , ωg} di Ω1,0 tale che
(

∫

αi

ωj

)

= (δij) = I.

Posto τ = (τ ij) =
(

∫

βi
ωj

)

, mostreremo che tale matrice g×g, a coefficienti

complessi, è simmetrica con parte immaginaria definita positiva.

Se Λ è il sottogruppo di Cg generato dalle 2g colonne della matrice (Iτ )

allora:

Definizione. Data una curva di genere g, la Varietà Jacobiana di C è il

toro complesso g-dimensionale J(C) := (Cg/Λ)

Introdurremo anche la Varietà di Picard associata a C:
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Definizione. La Varietà di Picard di C, Pic(C), è l’insieme delle classi

di isomorfismo di fasci invertibili su C.

Indicheremo con Picd(C) l’insieme delle classi di isomorfismo dei fasci in-

vertibili di grado d.

Nel terzo capitolo, dopo aver introdotto le applicazioni di Abel e di

Abel-Jacobi, dimostreremo il Teorema di Abel.

Teorema (di Abel). C’è un isomorfismo naturale tra Pic0(C) e J(C), tale

che per ogni scelta del punto base p0 ∈ C, le rispettive applicazioni di Abel e

di Picard, u0 : Cd → J(C) e v0 : Cd → Pic(C), dove v0(D) = O(D − d · p0),

rendono il seguente diagramma commutativo:

Cd

v0 ''P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

u0 // J(C)
OO

o

��
Pic0(C)

Dopo una serie di considerazioni preliminari ci ridurremo a dimostrare il

teorema in quest’altra sua forma:

Teorema (di Abel). Per ogni punto base p0 ∈ C, l’Applicazione di Abel

u0 : Cg −→ J(D) definita da u0(D) =
(

∫ D

g·p0

ωi

)

è una suriezione (Teorema

di inversione di Jacobi).

Inoltre per D1, D2 ∈ Cg, u0(D1) =u0(D2) se e solo se D1 e D2 sono linear-

mente equivalenti.

Useremo spesso il Teorema di Abel per identificare Pic0(C) con J(C).

Nel quarto capitolo definiremo e studieremo la funzione Theta:

Definizione. Data una matrice simmetrica τ , tale che Im τ > 0, ovvero

appartenente al semispazio superiore di Siegel, definiamo una funzione su C
g

cos̀ı:

θ(z, τ ) :=
∑

n∈Z
g

exp (iπ(tnτn + 2 tnz)).
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Assumeremo il risultato generale che essa è olomorfa e ci concentreremo

sulla dimostrazione che il suo luogo degli zeri è periodico rispetto al reticolo

Λ, ovvero al sottogruppo di Cg generato dai vettori-colonna della matrice

(Iτ ).

Da questo discende che la funzione Theta definisce un divisore effettivo su

J(C).

Dopo aver dimostrato altre proprietà di θ dimostreremo il Teorema di Rie-

mann, che asserisce che il Divisore Theta, a meno di traslazioni, è isomorfo

a Wg−1 =: u(Cg−1).

Teorema (di Riemann). Sia γ = b − u(u(C) • Θb), dove b ∈ J(C) ma

u(C) * Θb, allora Θ = γ + u(Cg−1), ovvero Θ−γ = u(Cg−1)

Concluderemo il capitolo dimostrando il Teorema delle singolarità di

Riemann:

Teorema (delle singolarità di Riemann). Sia C una curva liscia di

genere g, allora per ogni divisore effettivo, D, di grado g − 1 abbiamo che:

moltu(D)+κ(Θ) = h0(O(D)).

Nell’ultimo capitolo ci dedicheremo allo studio dei coni tangenti al Di-

visore Theta, in particolare nei punti doppi.

Dopo aver esaminato un caso particolare, studiato da Andreotti e Mayer,

forniremo le equazioni che determinano i coni tangenti:

Teorema. Sia O(D) = L ∈ Wg−1 e h0(L) = r + 1 allora poniamo

s = g − d + r, dove d = deg D.

Scegliamo una base, {ω1, . . . , ωs}, di Ω1,0(−D) ed una, {f1, . . . , fr+1}, di

L(D).

Se M = (fiwj), 1 ≤ i ≤ r + 1, 1 ≤ j ≤ s, è la matrice i cui coefficienti sono

le 1-forme olomorfe fiωj, pensate come coordinate lineari su

TL(Picd(C)) ∼= Ω1,0∧ ∼= Pg−1, allora la collezione dei minori di ordine r + 1

di M ci fornisce equazioni omogenee, tutte di grado r + 1 il cui luogo degli

zeri comuni, in Pg−1, è esattamente il cono tangente proiettivo a Wg−1 in L.
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Corollario. Sia L ∈ Wg−1, con h0(L) = r+1, e θ = θr+1+. . . è un’equazione

locale per Wg−1 vicino L.

Sia D ∈ |L|, scegliamo allora una base {f1, . . . , fr+1} di L(D) ed una base

{ω1, . . . , ωr+1} di Ω1,0(−D).

Allora, a meno di multipli scalari, si ha che:

θr+1 = det(fiωj)

polinomio omogeneo nelle forme lineari fiωj ∈ Ω1,0.

Concluderemo esaminando alcuni casi particolari, ovvero studiando le

informazioni che i coni tangenti al divisore Theta ci danno nel caso di curve

di genere basso.

Per le nozioni fondamentali sulla teoria delle Superfici di Riemann assun-

te come note si fa riferimento al corso di GE5 tenuto dal Professor E. Sernesi

nell’anno accademico 1998-99, per le nozioni basilari sulle curve algebriche

assunte come note si fa riferimento al corso di Istituzioni di Geometria Su-

periore tenuto dal Professor A.F.Lopez nell’anno accademico 1997-98.

Sono stati di grande aiuto per la stesura del capitolo dei preliminari [Mir95]

e [Ful95], ma sono stati consultati anche [Har77], [Ser93], [FK92], [Gun66],

[Kem93], [Sha94a] e [Sha94b].

Il corpo della tesi è una rivisitazione di [Smi89] che ci ha fornito una splen-

dida guida allo studio della “Theta Geometry”.

Sono citati alcuni risultati di Kempf, presenti in [Kem86] e [Kem73], alcuni

utilizzati nel corso della tesi, ed altri per offrire spunti per indagini future.

In particolare la dimostrazione del Teorema delle Singolarità di Riemann

è una rielaborazione delle dimostarzioni date in [Smi89] pp 390 − 405 e

[ACGH85] pp 226 − 231; tale combinazione è più snella di quella in [Smi89]

e al tempo stesso più dettagliata di quella in [ACGH85].

[AM67] è stato usato nel capitolo finale per trovare le equazioni del cono tan-

gente proiettivo del Divisore Theta nel caso particolare di un punto doppio,

mentre [Mum75], pp 57-58, per dare una formula generale di tali equazioni,

per un punto qualsiasi.
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