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Introduzione

Lo scopo di questa Tesi è quello di analizzare fenomeni, dinamiche ed effet-
ti di gas tossici immessi nell’atmosfera. Nella meteorologia applicata ven-
gono utilizzati modelli matematici per simulare la dispersione, nello spazio
e nel tempo, di agenti inquinanti, affinché si possano valutare i rischi per la
salute e l’ambiente. Il gas emesso da una data fonte è trasportato e disper-
so nell’atmosfera e l’azione di agenti atmosferici quale il vento può risultare
determinante.

Per fare un esempio, se la concentrazione di un gas tossico, rappresentata
dalla quantità Q ≡ Q(x, y, z, t), sotto l’azione di un vento costante che spiri
lungo la direzione x, rappresentato da Ux, si diffonde nelle direzioni y e
z, l’evoluzione della nube di gas è governata dall’equazione di diffusione-
trasporto

∂Q

∂t
= Dy

∂2Q

∂y2
+ Dz

∂2Q

∂z2
− Ux

∂Q

∂x
,

a cui si deve aggiungere un eventuale termine di reazione chimica. Qui Dy

e Dz rappresentano i coefficienti di diffusione “turbolenta”, mentre la diffu-
sione lungo l’asse delle x si ritiene trascurabile. A questa equazione differen-
ziale alle derivate parziali, di tipo parabolico, si possono associare diverse
condizioni iniziali e al bordo, simulando cos̀ı diverse possibili evoluzioni del
fenomeno.

A questo proposito, si è pensato di prendere spunto da un fatto realmente
accaduto, il disastro del Bhopal (India), verificatosi nel Dicembre del 1984,
per poi estendere il modello modificando sia l’equazione che le condizioni al
bordo, ed effettuando poi ulteriori simulazioni.

Analizzando prima le cause del disastro, si è messo a punto un modello
matematico che descrive l’evoluzione nel tempo della nube tossica che causò
molte centinaia o forse migliaia di vittime. Dopo la costruzione del modello
assumendo parametri costanti, si è passati al calcolo della soluzione analitica.
Dopo di che si è considerata una possibile discretizzazione del problema,
per affrontarne la risoluzione numerica. Confrontando le due soluzioni, si è
stimato un errore nella norma del massimo inferiore a 2× 10−3. Con questo
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si è ritenuto validato il codice numerico, dopo che si è passati alla soluzione
(solo) numerica del problema, inserendovi certi coefficienti variabili, quali un
vento di intensità variabile col tempo.

Il modello matematico è costituito da un’equazione alle derivate parziali,
di tipo parabolico, lineare, in tre dimensioni spaziali, a coefficienti costanti.
Tenuto conto del tipo di dominio e di dati al contorno, si è potuto calcolare
esplicitamente la soluzione analitica del problema mediante serie di Fourier e
trasformate di Laplace (J M. P. Singh e S. Ghosh, 1987). La soluzione nume-
rica è stata calcolata mediante uno schema (esplicito) alle differenze finite, la
cui stabilità è stata analizzata applicando un criterio di tipo von Neumann.
In letteratura, il classico criterio di von Neumann si applica a schemi alle
differenze finite che si introducono per risolvere numericamente equazioni
alle derivate parziali lineari a coefficienti costanti. La soluzione numerica
è rappresentata nella forma particolare di un’onda piana, il che è possibile
generalizzando il criterio considerando equazioni alle derivate parziali lineari
a coefficienti variabili, inserendo ad esempio l’azione di un vento di intensità
variabile, diciamo U = U(t).

In ogni caso si avranno schemi numerici stabili sotto la condizione che
il passo di discretizzazione temporale si mantenga al di sotto di un certo
valore, determinato dai passi di discretizzazione spaziale e da max |U(t)|. Si
è fatto girare il codice sia al di sotto che al di sopra di tale valore di soglia
per constatare l’effettivo comportamento stabile o rispettivamente instabile
dell’algoritmo (che è esplicito).

La condizione di stabilità, come è noto, può porre seri limiti se, ad es-
empio, le risorse computazionali sono limitate, perché tali limiti sono più
pesanti in problemi in due o tre dimensioni, rispetto al caso unidimensionale.
Di conseguenza, almeno quando si è interessati alla soluzione in periodi tem-
porali piuttosto lunghi, sarebbe più opportuno utilizzare metodo impliciti,
quali ad esempio l’Alternating Direction Implicit (ADI) method.

Per implementare i vari algoritmi sono stati utilizzati due linguaggi di
programmazione, uno procedurale ed uno a oggetti. Come linguaggio proce-
durale si è utilizzato il C, come linguaggio a oggetti il Java. Non è un mistero,
nell’ambito del Calcolo Scientifico, che il C risulta molto più veloce rispetto
a Java, in quanto è possibile l’accesso diretto ai vari indirizzi di memoria, ma
risulta complicata la gestione delle dimensioni di matrici e/o altri “array”, a
differenza di Java in cui si hanno invece a disposizione oggetti che consentono
una gestione dinamica delle dimensioni.

In questa Sintesi non verranno mostrati esplicitamente tutti i calcoli ef-
fettuati per ottenere le soluzioni analitiche né verranno illustrati i vari codici
sorgente sviluppati per il calcolo numerico delle soluzioni.
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0.1 Formulazione del modello e soluzione ana-

litica

Sulla base di alcune considerazioni e osservazioni ottenute direttamente dal
centro metereologico, si può costruire un modello matematico come segue. Il
modello non può essere di carattere stazionario, dal momento che si devono
considerare emissioni di gas inquinanti dipendenti esplicitamente dal tempo e
si assume una orografia del territorio pianeggiante. La forma non stazionaria
dell’equazione di trasporto-diffusione risulta essere

∂c

∂t
= Dy

∂2c

∂y2
+ Dz

∂2c

∂z2
− u

∂c

∂x
,

dove c ≡ c(x, y, z, t) rappresenta la concentrazione dell’inquinante in cor-
rispondenza di un punto (x, y, z) al tempo t, u rappresenta la velocità media
costante del vento lungo la direzione di propagazione della nube inquinante,
che si assume orientata lungo l’asse delle x, e i coefficienti Dy > 0 e Dz > 0
rappresentano i coefficienti di diffusione nella direzione trasversale al vento
(e orizzontale) e in quella verticale.

Per il calcolo della soluzione analitica si sono assunti u, Dy e Dz costan-
ti. La condizione relativa alla sorgente di emissione può essere descritta
imponendo

c(0, y, z, t) =
Q(t)

u
δ(z − h)δ(y),

dove Q(t) è data dalla funzione

Q(t) :=

{
Q0 per t ∈ [0, a]

0 per t > a,

essendo Q0 l’intensità di emissione, a > 0 la sua durata, ed h l’altezza a
cui è posta la sorgente; δ indica la “funzione” delta di Dirac. La condizione
iniziale è

c(x, y, z, 0) = 0,

assumendo che all’istante iniziale non vi sia inquinante in alcun punto del
dominio, mentre quelle al bordo sono date dalla

Dz
∂c

∂z
= 0 per z = 0, z = H,

dove H è l’altezza massima detta “di mescolamento”, attraverso la quale è
nullo il flusso di sostanze inquinanti, come pure si suppone avvenga al suolo,
e dalle

c(x,±∞, z, t) := lim
y→±∞

c(x, y, z, t) = 0,
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ovvero la concentrazione risulta trascurabile lontano dal punto di emissione,
nella direzione y. Inserendo infine l’azione di opportune reazioni chimiche
con l’aria e al suolo, il modello sarà dunque dato da

∂c
∂t

= Dy
∂2c
∂y2 + Dz

∂2c
∂z2 − u ∂c

∂x
−Rc

c(x, y, z, 0) = 0

c(0, y, z, t) = Q(t)
u

δ(z − h)δ(y)

Dz
∂c
∂z

= 0 per z = 0, H

c(x,±∞, z, t) = 0,

nel dominio x > 0, −∞ < y < +∞, 0 < z < H.

0.2 Soluzione analitica

Eliminando con una opportuna trasformazione il termine non derivato, e
sviluppando in serie di Fourier rispetto a z e applicando la trasformata di
Laplace rispetto a t, il problema diventa

Dy
∂2vn

∂y2 − u∂vn

∂x
− svn = 0

vn(0, y) = 2
Hu

cos
(

nπ
H

h
)
δ(y)Q0

s
(1− e−as)

vn(x,±∞) = L[En (x,±∞, t)] = 0,

dove vn è frutto delle trasformazioni sopra citate. L’equazione soddisfatta
da vn può essere considerata come un’equazione del calore della forma vt =
avxx+αv, in cui x gioca il ruolo del tempo ed y quello dello spazio. Calcolando
la soluzione e tornando all’incognita originale, c, si ottiene

c(x, y, z, t) = Q0

H
√

4uDyxπ
exp

{
−

(
y2u

4Dyx
+ Rx

u

)}
F (t)

[
1 + 2

∑∞
n=1 cos

(
nπ
H

h
)
cos

(
nπ
H

z
)
exp

{
−Dz

u
n2π2

H2 x
}]

.

Questo risultato può essere generalizzato considerando M sorgenti situate
sul bordo x = 0, e quindi, procedendo come prima e “sovrapponendo gli
effetti”, in virtù della lineraità del problema, si avrà

c(x, y, z, t) = Q0

H

∑M
i=1 exp

{
−

(
(y−yi)

2u
4Dyx

+ Rx
u

)}
Fi(t)

[
1 + 2

∑∞
n=1 cos

(
nπ
H

hi

)
cos

(
nπ
H

z
)
exp

{
−Dz

u
n2π2

H2 x
}]

,
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dove yi, con yi ∈ R, hi, con 0 < hi < H, i = 1, 2, . . . ,M , sono fissati, e
individuano le posizioni delle varie sorgenti sul bordo x = 0 del dominio, cioè
i punti (0, yi, hi), mentre le funzioni Fi(t) svolgono il ruolo della F (t) nel caso
di una sola sorgente.

0.3 Soluzione numerica

Limitandoci al caso in cui il dominio sia bidimensionale, e cioè che tutto
avvenga sul piano (x, z), il metodo numerico permette di costruire un’ap-
prossimazione cN(x, z, t) della soluzione analitica c(x, z, t), stimando l’er-
rore commesso, ‖cN − c‖, in una norma opportuna, ad esempio quella del
massimo. Si otterrà quindi cn

l,m ≈ c(xl, ym, tn), ove

xl = xmin + l∆x, zm = zmin + m∆z, tn = t0 + k∆t,

dove ∆x, ∆z, ∆t sono i passi di discretizzazione spaziali e temporale. Come
anticipato lo schema numerico risulta essere stabile sotto un’opportuna con-
dizione che limita il valore di ∆t, una volta che siano assegnati i parametri
fisici del problema e si siano scelti i passi ∆x e ∆z. Tale condizione deriva
da un’applicazione di un criterio di tipo Von Neumann. Posto

cn
l,m = ξnei{lα+mβ},

dove ξ = ξ(α, β) ∈ C, α, β ∈ R, si richiede che

|ξ2| ≤ 1

uniformemnete rispetto ad α e β. Approssimando

∂c

∂t
≈

cn+1
l,m − cn

l,m

∆t
,

Un ∂c

∂x
≈ Un

cn
l,m − cn

l−1,m

∆x
,

Dz
∂2c

∂z2
≈ Dz

cn
l,m+1 − cn

l,m + cn
l,m−1

∆z2
,

dove Un := U(tn), e posto

σ := Dz
∆t

∆z2
, µ :=

∆t

∆x
,

si ottiene

cn+1
l,m = (1− 2σ − µUn) cn

l,m + σ
(
cn
l,m+1 + cn

l,m−1

)
+ µUncn

l−1,m,
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e quindi

ξ = (1− 2σ − Unµ) + 2σ cos (β) +

+µUn cos (α)− iUnµ sin (α) .

Tralasciando i calcoli, uno schema stabile secondo von Neumann si avrà
sotto la condizione

∆t ≤ 4Dz∆z2∆x

2U2
max∆z4 + D2

z8∆x2 + Dz∆z2∆x + DzUmax∆x∆z2

Nella Tesi sono stati riportati dei risultati di stabilità o instabilità numerica
a seconda che tale condizione sia o non sia stata rispettata.

Alcune figure riportate qui di seguito rappresentano la soluzione numerica
e quella analitica. Si considera come primo caso quello “di base”, cioè quello
che permette di validare il codice di calcolo, in quanto l’errore tra la soluzione
numerica e quella analitica risulta essere minore di 2× 10−3.
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Figura 1: Soluzione numerica con vento costante U = 1
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Figura 2: Soluzione Analitica

Considerando l’approccio numerico, modificando ∆t in modo da violare
la condizione di stabilità, si ottengono dei grafici che si deteriorano al crescere
di ∆t. Uno tra questi è il seguente di Fig. 3.
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Figura 3: Caso numerico instabile ottenuto considerando un vento non
costante nel tempo, U(t) = cos(t) + 4, con Umax = 5
.

0.4 Generalizzazioni

Una volta validato il codice numerico, si possono considerare vari casi, ad
esempio quello di

• sorgente in vari punti della frontiera del dominio;
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Figura 4: Grafico analitico con sorgente posta in un unto qualsiasi al bordo

• evoluzione della nube tossica sotto l’azione di un vento variabile pari a
U(t) = cos t + 3 ;
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Figura 5: Grafico della soluzione numerica con vento non costante, U(t) =
cos(t) + 3.

• evoluzione della nube tossica sotto l’azione di un vento variabile e
l’orografia (profilo non costante) del suolo;
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Figura 6: Soluzione numerica con orografia che tiene conto della presenza di
palazzi in una zona urbana.
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• sorgente interna al dominio.

Figura 7: Sorgente interna al dominio

In tutti i casi, sono stati fissati il valore dei passi spaziali ed è stato cal-
colato quello temporale, in accordo con il criterio di stabilità. La soluzione
analitica è stata implementata troncando opportunamente la serie. Tale tron-
camento è stato fatto confrontando il temine n-esimo con l’(n+1)-esimo della
sommatoria: la serie viene approssimata all’n-esimo termine se la differenza
tra essi risulta essere minore di 10−20.

In tutti i grafici ottenuti si osserva il picco di concentrazione iniziale che
poi decresce gradualmente, in accordo con i dati reali. Nel problema a co-
efficienti costanti dunque, il grafico che rappresenta la soluzione numerica è
stato monitorato calcolando l’errore commesso rispetto alla soluzione analit-
ica, ottenendo delle buone stime (un errore pari a 2× 10−3). In conclusione,
avendo a disposizione tutti i dati, si possono simulare tutti i casi di sorgenti
di emissione di agenti inquinanti sia interni che al bordo del dominio spaziale.
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