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Capitolo 1

T.C.L. Per Martingale

I1 Teorema Centrale del Limite (T.C.L.) & uno dei piu importanti risultati
nella teoria del calcolo delle probabilita. In breve, nella sua forma piu ele-
mentare afferma che la distribuzione della somma di un numero elevato di
variabili casuali indipendenti e identicamente distribuite (i.i.d.) & approssi-
mata da una distribuzione normale, indipendentemente dalla distribuzione
delle singole variabili, purche queste abbiano momento secondo finito .

La teoria matematica delle martingale puo essere considerata un’estensione
della teoria delle variabili aleatorie indipendenti, ed il nostro lavoro ha lo
scopo di dimostrare un T.C.L. per martingale.

Sia S,, n > 1, una martingala rispetto alla filtrazione {F,},, con ES, = 0,
ES? < o0, esia X, = S, — S,_1, n > 2, con Sy = 0, detta martingala

differenze. Introduciamo la varianza condizionata per martingale
n
Vo =Y E(X}?| Fii1)
1

che gioca un ruolo cruciale nella teoria di limite per martingale.

Essa rappresenta una delle numerose stime della varianza ES? e questo im-
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plica che il comportamento al limite di S,, & strettamente legato a quello di
V.. Quindi se il comportamento di V,, non e ‘buono’, potrebbe non essere

possibile ottenere un T.C.L.

Nota. Osserviamo che V,, = no? se le X; sono i.i.d. con la varianza di X;

uguale a o?.

Nel teorema centrale del limite per martingale si richiede che la varianza

condizionata sia asintoticamente costante:

0,2V, — 1 in probabilita , (1.1)

2 _ _ Q2
dove 0, = EV,, = ES;.
Un modo conveniente per introdurre V,, ¢ attraverso la decomposizione di

Doob delle submartingale {S?, F,,}. Possiamo scrivere
S2 =M, + A,

dove {M,,F,} ¢ una martingala e {A,} ¢ una successione crescente di
v.a. non negative, con A, € F,_;. Allora la decomposizione € unicamente

determinata (q.c.) dalla seguente relazione:

An - An—l = E<An - An—l | :/rn—l)
= E(‘Sﬁ | Fr1) — S?L—l

= E(<Sn - Sn71)2 ’ fnfl)

Quindi A, =V,,.
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1.0.1 Il Principio D’Invarianza

Con il termine principio d’invarianza indicheremo i T.C.L. per funzionali.
Mentre con il T.C.L. si studia la convergenza delle somme S,, ad una nor-
male standard!, con un principio di invarianza studieremo la convergenza del
processo S, con t parametro continuo, al moto browniano B, .

Nel 1978 Durret ha presentato un approccio unificato per ottenere vari prin-
cipi di invarianza per 5, partendo dal teorema di rappresentazione di
Skorokhod.

Di solito nei vari metodi usati per stabilire principi d’invarianza, € necessario
provare sia (a) la convergenza di distribuzioni finito-dimensionali che (b) la
tightness 2. Il teorema di rappresentazione di Skorokhod permette invece
di stabilire il principio di invarianza direttamente, senza usare le due parti
(a) e (b).

Nel nostro lavoro abbiamo seguito ’approccio di Durrett.

Abbiamo iniziato mostrando il legame tra le martingale e i moti browniani
per poi fornire alcuni utili strumenti di calcolo per i tempi di primo ingresso

per i moti browniani.

Teorema 1.0.1 Sia X; una martingala continua a destra adattata ad una

filtrazione continua a destra. Se T e uno stopping time limitato allora

EXr = EX,.

Lcon le opportune normalizzazioni.
2Una successione {y, },, di misure di probabilita si dice tight se Ve > 0 3k tale che:

inf p, ([—k, k) >1—¢
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Teorema 1.0.2 B, ¢ una martingala rispetto alla filtrazione F,3.

Teorema 1.0.3 Sea < x < b allora

b—x)
P.(T,* < T,) = (
( b) (b—a)
Teorema 1.0.4 B? —t ¢ una martingala rispetto alla filtrazione F;.
Teorema 1.0.5 Sia T' = inf{t : B; ¢ (a,b)}, dove a <0 < b. Allora

E()T = —ab.

Teorema 1.0.6 exp(0B;— (0%*t/2)) ¢ una martingala rispetto alla filtrazione
Fi.

Teorema 1.0.7 Sia T' = inf{t: B; ¢ (—a,a)}. Allora
Eo(exp(=AT)) = 1/ cosh(av/2X)

Teorema 1.0.8 B} —3tB,,B} —6tB? + 3t%,... sono martingale rispetto alla

filtrazione F.
Teorema 1.0.9 Sia T = inf{t: B, ¢ (—a,a)}. Allora

E(T?) = 5a*/3

3Sia FP = o(B, : r < t), allora

Fi = ﬂs>tf§.

AT, = inf{t : B; = a}
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Nel terzo capitolo siamo partiti dal teorema di rappresentazione di Sko-
rokhod per dimostrare il primo generale principio d’invarianza per somme
di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite (Teorema di

Donsker) di cui un immediato corollario ¢ il T.C.L ‘classico’.

Teorema 1.0.10 (di rappresentazione di Skorokhod) Sia X una vari-
abile aleatoria con EX =0 e EX? < co. Allora esiste uno stopping time T

per un moto Browniano B; con By = 0 tale che
BT =d X e ET = EX2

Il teorema di rappresentazione di Skorokhod si generalizza facilmente otte-

nendo il seguente:

Teorema 1.0.11 Siano X, Xs,... i.i.d. con funzione di distribuzione F,
EX=0eEX?’=1,¢es50S,=X,+...+X,.

Allora esiste una successione di stopping times Ty = 0,11, Ts, ... tale che
Sp=aBr, e T,—T, 1 sono iid. .

Teorema 1.0.12 (di Donsker) Sotto le ipotesi di 1.0.11, se definiamo

Sk seu=keN
Sw =19
lineare su [k, k+ 1] perk € N

dove N ¢ ["insieme dei naturali, allora

S(n.)
NG

= B
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Con la notazione S(,.)/v/n = By, intendiamo la convergenza debole della
misura su C0, 1]° associata al processo S,./y/n alla misura su C|0, 1] asso-
ciata al moto browniano B(.). La topologia su C[0,1] ¢ quella determinata
dalla norma || w ||= sup{|w(s)| : s € [0,1]}, che rende C[0,1] uno spazio
metrico completo separabile.

Ricordiamo inoltre la seguente:

Definizione 1.0.1 Una successione di misure di probabilita p, su C]0,1]

converge debolmente ad un limite . se per ogni funzione continua limitata

/ dpi, — / edp.

1am me si un principi invarianz
Vediamo come si passa da cipio d’invarianza al T.C.L

¢ :C0,1] — R,

Vale il seguente corollario del teorema di Donsker:

Corollario 1.0.1 Sia ¢ : C[0,1] — R ¢ continua Py-q.c.%, allora

V(Smy/Vn) = (B) (1.2)

Quindi basta porre ¥(w) = w(1l). Infatti in questo caso ¢ : C[0,1] — R
e continua , e quindi applicando il corollario 1.0.1 al teorema di donsker
otteniamo il T.C.L.

Con un procedimento del tutto analogo, nel quarto e ultimo capitolo

siamo partiti dal teorema di Strassen, che e un’estensione per martingale

5C[0,1] = {w: [0,1] — R, con w funzione continua }.

6Py & la misura sotto la quale B; & un moto browniano che parte da 0 cioe

Po(Bo =0) = 1.
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del teorema di rappresentazione di Skorokhod, per dimostrare un principio
di invarianza per martingale di cui un immediato corollario e il T.C.L. per

martingale.

Teorema 1.0.13 (di Strassen) Se S, ¢ una martingala con So =0 e By ¢
un moto browniano, allora esiste una successione di stopping times 0 = Ty <

Ty <T5... per B, tale che
(So,Sl,...,Sk) =d (BTO,BTl,...,BTk) \V/k}ZO

In analogia a quanto visto nel teorema 1.0.12, introduciamo la seguente

notazione:

1. Xpm,1 <m < n, ¢ una martingala vettore differenze rispetto
ad Frm, € Xnm € Fam € E(Xpm | Fom-1) =0 per 1 <m <n, dove
fn,O - {Q)v Q}

2. Var = Yicmer E(XZ,, | Fam—1) ¢ la varianza condizionata di

Xom -

)

3. B() ¢ un moto browniano con By = 0.

4. Sy (n denota I'interpolazione lineare di S, ,, definita da

g Sh.m seu=méeN
n,(u) —
lineare per u € [m,m+ 1] perm € N

Un principio d’invarianza per martingale ¢ dato dal seguente:

Teorema 1.0.14 (di Freedman) Sia X, ,,, una martingala vettore differen-
ze rispetto ad Fp pm, € 8ia Spm = Xp1 + ...+ Xy ;. Se valgono le sequenti

affermazioni:



CAPITOLO 1. T.C.L. PER MARTINGALE 9
(1) | Xum| <€, Ym, cone, —0
(ii) Vt, Vg — t in probabilita

allora

Sn,(n~) = B(.)

Con ipotesi meno forti rispetto a quelle del teorema di Freedman, abbiamo
dimostrato il seguente principio d’invarianza per martingale , da cui poi con

facili calcoli, si ottiene il T.C.L. per martingale.

Teorema 1.0.15 (di Lindeberg-Feller per martingale) Sia X, ,, una mar-
tingala vettore differenze rispetto ad Fpm, 1 < m < n, e sia Sypm = Xn1 +

...+ Xpm. Se valgono le sequenti affermazioni:
(i) Vtel0,1] Vg — t in probabilita
(if) Ve>0 ¥, B(X?, 1(X0m>0 | Fam-1) = 0 in probabilita
allora
Sn.n) = By

Dal teorema 1.0.15 si dimostra facilmente il seguente principio d’invarianza

per martingale:

Teorema 1.0.16 Sia X,, una martingala successione differenze rispetto alla
filtrazione {F,}, cioé E(X, | F_1) =0, e sia Vi, = SF_ | B(X2 | Fo1).

Se valgono
(i) Vi/k—o0?>0 in probabilita

(ii) n_l nm:l E(XEnI(\Xm\>e\/ﬁ)) — 0
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allora

St
Jn

Alla luce di quanto detto fin’ora, dimostriamo il T.C.L. per martingale.

= O'B(.).

Teorema 1.0.17 Sotto le stesse ipotesi di 1.0.16 si ha

S
NG

= 0X
dove x ¢ la normale standard.

Dimostrazione. Basta applicare il corollario 1.0.1 alla ¢ : C[0,1] — R con

¥(w) = w(1) e ricordarsi che B; ¢ una normale standard. [
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