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Sintesi

Nella tesi si offre dapprima un panorama sulla costruzione degli spazi di Hur-
witz, spazi che parametrizzano i rivestimenti ramificati tra due superfici di
Riemann compatte (e connesse) e dopo, degli spazi di Hurwitz dei rivesti-
menti di P&. Questi spazi vennero scoperti nel 1891 dal matematico tedesco
A.Hurwitz che da loro il nome, successivamente vennero nuovamente definiti
e utilizzati da William Fulton nel suo importante articolo, Hurwitz schemes
and irreducibility of moduli of algebraic curves, 1969. Hurwitz defini questi
spazi utilizzando il linguaggio matematico di fine secolo, ancor’oggi suggesti-
vo, ma non piu adatto al formalismo moderno, pit funzionale ed operativo.
Lo scopo di questo lavoro ¢ quello di illustrare gli spazi di Hurwitz cosi impor-
tanti nella teoria dei rivestimenti ramificati, rivisitando alcuni risultati con
il linguaggio matematico attuale. Si inizia il lavoro con un primo capitolo
di preliminari che hanno il fine di richiamare alcune importanti nozioni di
base della topologia algebrica, cosi come della teoria dei rivestimenti topo-
logici e dei rivestimenti ramificati. Tra i risultati enunciati ci sono il teorema
di monodromia, il teorema di sollevamento degli archi e quello della mappa
aperta. Nel secondo capitolo s’inizia uno studio piu approfondito della teo-
ria dei rivestimenti ramificati, arrivando all’enunciato e alla dimostrazione
del teorema di Esistenza di Riemann, che risultera utile nella trattazione

dell’argomento.

Teorema 0.1. (Esistenza di Riemann) Sia A C X sottoinsieme finito,

sia x € XNA e sian € N. Allora i tre insiemi sequenti sono in naturale



corrispondenza biunivoca:

a) L’insieme delle classi d’equivalenza di rivestimenti ramificati di X con
luogo di diramazione S C A, di grado n;

b) L’insieme delle classi d’equivalenza di rivestimenti topologici di X~ A
di grado n;

c) 1l sottoinsieme di Hom(m (XN A, ), &,,), rappresentato dagli omomor-

fismi le cui immagini sono sottogruppi transitivi di S,,.

Il teorema di Riemann ci da una nozione analitica (a), una topologica (b),
ed una algebrica (c), mettendole in corrispondenza biunivoca una con l'altra,
dandoci cosi la possibilita di studiare i rivestimenti ramificati attraverso quelli

topologici, oppure tramite gli omomorfismi di gruppi.

Nel paragrafo successivo si definisce il prodotto simmetrico come:

Definizione 0.2. X®) ¢ 4l prodotto simmetrico di X con se stesso w-volte,
cioe se X¥ = X x ... x X ¢ il prodotto cartesiano di w-copie di X (w-ple

ordinate), allora:

X = = L . 1y}
¢ lisieme delle w-ple non ordinate di elementi di X .

Il prodotto simmetrico ha la proprieta che i suoi punti sono il luogo di
diramazione di rivestimenti ramificati. Dopo aver definito la relazione d’e-
quivalenza d’isomorfismo analitico, si procede dapprima alla definizione del-
I'insieme H(n, A, X), (dove A C X®) rappresenta il sottoinsieme formato

dalle w-ple contenenti meno di w punti distinti):

Definizione 0.3. Per ogni A = {ay,...,a,} € XWNA, sia H(n, A, X)
l'insieme formato dalle classi d’equivalenza di rivestimenti ramificati
f:Y— X di grado n di X, il cui luogo di diramazione S é uguale ad A,

ovvero:.

H(n, A X) = { [f]: Y— X di grado n di X con S = A }



successivamente si arriva alla definizione dello spazio di Hurwitz:

Definizione 0.4. H(n,w, X) ¢ l'insieme formato dalle classi d’equivalenza
(d’isomorfismo analitico) di rivestimenti ramificati f: Y — X di grado n di

X, aventi esattamente w punti di diramazione, ovvero:

H(n,w,X):{ [f]:Y— X di grado n di X, con S = {ay,..., a,} € XA }

Si procede alla definizione di un’applicazione dallo spazio di Hurwitz al

prodotto simmetrico X®) cosi:
5 H(n,w, X) — XW A

L’applicazione assegna ad ogni classe d’equivalenza di rivestimenti ramificati

[f] di grado n, il suo luogo di diramazione A. In questo modo si ha che se:

Ac XONA = §YA)=H(n A X)

E importante notare che I'applicazione § e suriettiva e questa proprieta
segue subito dal teorema d’Esistenza di Riemann del quale si vede un primo

utilizzo.

L’obiettivo sara quello di definire una topologia su H(n,w, X) in modo
tale che ¢ diventi un rivestimento topologico.

Per fare questo si definisce un sottoinsieme del prodotto simmetrico X ®)

cosl:
Definizione 0.5. Se Uy, ..., U, sono aperti di X, mandati in aperti omeo-
morfi a dischi disgiunti di C dalle carte locali, sia N(Uy, ...,U,) linsieme

delle w-ple in X™) in cui ogni a; ¢ contenuto in un solo U;. Percio

U, = D(u;, ) con (), U; =0, cosi possiamo scrivere:
N(Uy, ..., Uy) = {{al, o aw) € XYW tale che a; € U; per 1 <i < w}

dimostrando successivamente che quest’insieme forma una base della topolo-
gia di X®) AL



Il quarto paragrafo e interamente dedicato alla definizione di una topolo-
gia dello spazio di Hurwitz.
Per definire una topologia su H(n,w, X) e sufficiente stabilire una corrispon-
denza biunivoca tra H(n, A, X)) e H(n, A’, X) perogni A, A’ € N(Uy, ...,U,)
che sia indipendente dalla scelta dei Uy, ..., U, (per dati A, A’): in tal modo
elementi corrispondenti apparterranno alla stessa componente di
STHN(Uy, ..., Uy)).

In questo modo avremo:

{H(n, A, X)} «— {H(n, A, X)}

VA, A’ € N(Uy, ...,U,), tale che la relazione sia indipendente dagli elementi
della base di X @ A.

Una volta considerato X\U e XNA con U =J", U; = UyUU,U ... UU,
si fa vedere come X\ U sia un retratto per deformazione di X\ A.

Questa considerazione, permette di dare la biiezione necessaria alla definizione
di una topologia sullo spazio di Hurwitz.

Gli aperti di H(n,w, X), denotati con H;(n,w, X), saranno uguali alla con-
troimmagine attraverso ¢ dell'insieme N (Uy,...,U,).

Introdurremo poi, i rivestimenti ramificati semplici come gli f : Y — P{ tali
che, per ogni z € P!, f sia ramificata in un solo punto della fibra y € f~!(x)
con e(y) = 2.

Si definisce quindi il sottospazio di Hurwitz H™" dato dall'unione disgiunta
degli H;” = H(n, A,P') per ogni A € P“\ A.

E bene precisare che per ogni A € P\ A, H';" & I'insieme delle classi d’e-
quivalenza di rivestimenti semplici di P! di grado n, con luogo di diramazione

uguale ad A. Si definisce, inoltre, il rivestimento §’ come:

d  HYY — PYA.

Il capitolo finale avra lo scopo di dimostrare il teorema di Hurwitz-Clebsch
sulla connessione dello spazio di Hurwitz, e quindi di come il rivestimento ¢’
sia in realta un rivestimento connesso.

Per poter dimostrare il teorema di Hurwitz-Clebsch avremo bisogno del teo-

rema di Liiroth-Clebsch del quale daremo due formulazioni equivalenti, la
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prima algebrico-topologica mentre la seconda piti geometrica. Dimostreremo
solo la prima delle due:

Teorema 0.6. (Liiroth-Clebsch) La superficie di Riemann a n-fogli con
i punti di diramazione semplici Ay, Ag,..., Ay (con w = 2n + 29 — 2),
st puo sempre costruire scegliendo un conveniente sistema di tagli succes-
sivi OA1,0A,, ..., OA,, rispetto a cui i rami, opportunamente numerati,

subiscono le trasposizioni:
(12)(12) ... (12)(12)...... (23)(23)(34)(34) ...... (n—1,n)(n—1,n)
dove la traspozione (12) compare (2g+2)-volte.

La dimostrazione del teorema di Liiroth-Clebsch consistera nel sostituire,

secondo un procedimento preciso spiegato in dettaglio nella tesi, un insieme
di dati con un altro equivalente in modo tale da ridursi a quello dell’enunci-
ato. Tutto il procedimento e basato su una operazione di sostituzione, che
non cambia la classe d’equivalenza.
Il teorema ha come scopo quello di ridurre un sistema di tagli (cappi) uscenti
da un punto O fino ai punti di diramazione, pervenendo ad un sistema ordi-
nato (in senso antiorario) OA,,...,OA, (w = 2n+2g—2), con la proprieta
che lungo i primi (2g+2) tagli si attaccano i fogli 1 e 2, lungo i due tagli
successivi si saldano i fogli 2 e 3, e cosi per le altre coppie di tagli che si
susseguono.

Si arrivera cosi all’enunciato del:

Teorema 0.7 (Clebsch-Hurwitz). H™" ¢ connesso.

La dimostrazione del teorema, grazie al teorema di monodromia, ha come
obiettivo quello di mostrare la transitivita dell’azione del gruppo fondamen-
tale m (P\A, A) su d1(A) = H}"™. Percio la connessione di H™" & equiva-
lente alla transitivita dell’azione suddetta. Grazie all’identificazione di &,, ,,
con H'}" si definiscono dei cappi I'; € m (PN A, A) che agiscono su &, .
In questo modo il problema della dimostrazione della transitivita dell’azione
si e ridotto ad un problema di combinatoria, volto a mostrare che tali cappi

agiscono transitivamente su G,, ,,.



Questo problema di calcolo combinatorio venne risolto da Clebsch nel 1872,

nel teorema di Liiroth-Clebsch.
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