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Introduzione

Questa tesi affronta il problema dell’integrabilita di un sistema dinamico, nei
suoi aspetti geometrici. L’idea, che sta alla base dello studio, ¢ la seguen-
te: lo spazio delle fasi di un sistema dinamico hamiltoniano ¢ una varieta
differenziabile con notevoli caratteristiche geometriche.

E possibile generalizzare il problema a varieta di dimensione qualsiasi, e
non necessariamente pari come sono, di norma, gli spazi delle fasi dei sistemi
meccanici.

Varieta di dimensione dispari, tuttavia, non possono che essere dotate di
una parentesi di Poisson degenere, a causa della proprieta di antisimmetria. Il
fatto che la parentesi sia degenere comporta ’esistenza di funzioni particolari
che hanno parentesi nulla con qualsiasi altra funzione definita sulla varieta.
Esse sono dette funzioni di Casimir.

Questi spazi delle fasi “estesi” sono detti varieta di Poisson. La genera-
lizzazione della usuale parentesi e detta bivettore di Poisson.

Una varieta di Poisson e foliata in sottovarieta simplettiche, a loro volta
foliate in sottovarieta lagrangiane.

Queste considerazioni consentono di identificare un sistema hamiltoniano
con la foliazione simplettica del suo spazio delle fasi. L’integrabilita del
sistema si riduce all’esistenza di un numero di campi vettoriali hamiltoniani,
sufficiente a generare le foglie lagrangiane di ciascuna foglia simplettica.

Nel caso di sistemi bi-hamiltoniani, cioé hamiltoniani rispetto ad un fa-
scio di parentesi di Poisson, se la varieta ha dimensione dispari, le foglie
simplettiche del fascio sono, in ogni punto fissato, una famiglia ad un para-
metro. L’intersezione di tutte le foglie & ancora una varieta simplettica, ed
¢ integrabile: esistono, infatti un numero sufficiente di campi vettoriali ha-
miltoniani che la generano. Questa sottovarieta e detta anima. Le funzioni
hamiltoniane, che generano i campi, sono i coefficienti di un polinomio, che
e funzione di Casimir per il fascio.
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La tesi e articolata in quattro capitoli.

Il primo capitolo € un riepilogo dei principali risultati della meccanica
classica, a partire dal principio variazionale di Hamilton, fino ad arrivare
alla geometria delle varieta simplettiche. L’obiettivo di questo capitolo e,
in particolare, quello di incentrare, per quanto possibile, I'attenzione, sulle
caratteristiche geometriche proprie dei sistemi integrabili in senso classico,
0, come spesso si dice, “secondo Liouville”. In questi termini, il ben noto
teorema di Arnol’d - Liouville puo essere riletto ed interpretato sotto un
punto di vista del tutto geometrico: le foglie lagrangiane compatte e connesse
della foliazione lagrangiana di una varieta simplettica sono tori lagrangiani.

Nel secondo capitolo, si generalizzano i problemi e le strutture, tratta-
ti in precedenza, introducendo il bivettore di Poisson, estensione a varieta
differenziabili di dimensione non necessariamente pari del concetto di forma
simplettica. Una varieta, sulla quale e definito un bivettore di Poisson, e
detta varieta di Poisson e puo essere considerata uno spazio delle fasi esteso.
Il bivettore e associato ad una operazione binaria, bilineare e antisimmetri-
ca, tra le funzioni definite sulla varieta, estendibile anche agli elementi del
fibrato cotangente, che generalizza 1'usuale parentesi di Poisson:

_ pij of Jg
P(df,dg) = P 5 A R

Il bivettore si rappresenta per mezzo della matrice antisimmetrica P e,
percio, puo essere considerato un’applicazione lineare tra spazi vettoriali, la
cui tmmagine identifica le foglie simplettiche, foliate, a loro volta, in sotto-
varieta lagrangiane, dette varieta integrali. 11 nucleo del bivettore e, invece,
generato dalle cosiddette funzioni di Casimir. Tali funzioni sono “integra-
li banali”, infatti, non solo esse sono in involuzione tra loro, ma anche con
qualsiasi altra funzione definita sulla varieta.

Queste considerazioni portano a svincolare, via via, dalle equazioni del
moto, la questione dell’wntegrabilita, che viene riportata, piuttosto, alle pro-
prieta algebrico-geometriche dello spazio delle fasi esteso, considerato come
varieta di Poisson.

Alcune varieta di Poisson possono essere dotate di una seconda struttura
bivettoriale, compatibile con la prima. Varieta aventi questa proprieta sono
dette varieta bi-hamiltoniane.

La doppia struttura bivettoriale e detta fascio di Poisson. Essa puo essere
classificata in termini della teoria dei fasci singolari di matrici, e quindi
ricondotta ad una forma canonica, detta forma di Kronecker.



Per costruire la seconda struttura di Poisson di una varieta bi-hamiltoniana
esistono diversi metodi. Uno di essi e basato sulla teoria dei tensori di Ni-
jenhuis, o tensori a curvatura nulla: dato un bivettore P ed un tensore di
Nijenhuis N, la composizione

P=NoP

e, sotto opportune ipotesi, ancora un bivettore di Poisson. Tale metodo &
legato al concetto di algebroide di Lie: i fasci di bivettori ed i fasci di tensori
di Nijenhuis possono essere interpretati come fasci di ancore, cioe di mappe
da un fibrato dello spazio delle fasi esteso (che, nei due casi ¢, rispettivamente,
il cotangente ed il tangente), nel fibrato tangente.

Un’altra particolarita delle varieta bi-hamiltoniane e la possibilita di ope-
rare su di esse un processo di riduzione, non derivante, come avviene, in gene-
re, per i sistemi hamiltoniani, dall’azione di un gruppo, bensi, direttamente
dalle due strutture bivettoriali. Tale processo e detto riduzione di Marsden -
Ratiu. In pratica, il sistema ridotto si ottiene quozientando opportunamente
il sistema iniziale rispetto ai Casimir delle due strutture.

Il terzo capitolo tratta, in modo particolareggiato, le caratteristiche geo-
metriche delle varieta bi-hamiltoniane.

Un aspetto notevole, immediatamente deducibile, ¢ la profonda differen-
za tra varieta di dimensione pari e dispari: in entrambi i casi si vede che
una varieta bi-hamiltoniana ¢ decomponibile in prodotto diretto di varieta
simplettiche bidimensionali, ma, nel caso di dimensione dispari, l'esisten-
za di funzioni di Casimir non costanti, assicurata dall’antisimmetria del fa-
scio di Poisson, implica che, al variare del parametro A del fascio, esiste,
per ogni punto della varieta, una intera famiglia ad un parametro di foglie
simplettiche. L’intersezione di tali foglie e detta anima del fascio.

Il risultato fondamentale e il teorema di Magri - Gel’fand - Zakharevi-
ch. Tale risultato afferma che, le funzioni di Casimir di ogni struttura bi-
hamiltoniana di rango massimo, su una varieta di dimensione dispari 2n + 1,
possono essere rappresentate per mezzo di un polinomio nell’indeterminata

A,
H(N) =Y HN"7,
=0

i cui coefficienti H; sono funzioni localmente definite sulla varieta.
Questo polinomio di grado n e detto polinomio di Gel’fand - Zakharevich.
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Il teorema, la cui dimostrazone ¢ dovuta, sostanzialmente, a Magri, stabi-
lisce, in particolare, ’esistenza di una catena, definita per ricorrenza: si vede
che il primo e I'ultimo coefficiente del polinomio di Gel’fand - Zakharevich
sono funzioni di Casimir, rispettivamente delle due strutture bivettoriali che
generano il fascio di Poisson. La catena parte, dunque, dal Casimir di una
struttura, e termina con il Casimir dell’altra, e determina, uno dopo l’altro,
n campi vettoriali bi-hamiltoniani, ossia hamiltoniani rispetto ad entrambi i
bivettori. Questi campi generano ’anima del fascio.

Al teorema di Magri - Gel’fand - Zakharevich si affianca una forma ca-
nonica per i fasci di Poisson, suggerita, ancora una volta, da Magri, che
si ottiene scrivendo il fascio nelle n + 1 coordinate fornite dai coeflicienti
del polinomio di Gel’fand - Zakharevich, completate da altre n funzioni K,
costruite, anch’esse attraverso un procedimento ricorsivo.

Nel quarto, ed ultimo, capitolo sono riportati una serie di esempi, in
parte originali, che mostrano in concreto I'analisi geometrica di sistemi bi-
hamiltoniani particolarmente celebri, derivati dal reticolo di Toda e dall’ equazione
di Korteweg - De Vries.

In questi esempi vengono costruiti esplicitamente i coefficienti del poli-
nomio di Gel’fand - Zakharevich e, quindi, i campi vettoriali bi-hamiltoniani
che generano I'anima del fascio di Poisson: nel caso periodico del reticolo di
Toda, si sfrutta il legame tra la struttura bi-hamiltoniana delle equazioni e
la rappresentazione di Lax, mentre, per i flussi stazionari dell’equazione di
Korteweg - De Vries, si fa riferimento al metodo della mappa di Miura.

X ok ok

Il lavoro e stato redatto utilizzando il software I¥TEXs.. Per affrontare i
calcoli si e fatto ricorso, in piu casi, al software Mathematica 2.2.

Un ringraziamento speciale va al Prof. Franco Magri, del Dipartimento di
Matematica dell’Universita Statale di Milano, per aver suggerito I’argomento
della tesi, e per essere sempre stato disponibile a fornire tutti i chiarimenti
di cui ho avuto bisogno.
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Capitolo 1

Sistemi integrabili

L’integrabilita di un sistema dinamico ¢ uno dei problemi piu antichi della
Meccanica e, tuttavia, per molti versi ancora aperto. Ai tempi di Newton e
Keplero, integrare significava quadrare le equazioni del moto, cercando di ot-
tenere una legge oraria. Benché questa procedura fosse ineccepibile, vennero
presto al pettine molti nodi: innanzi tutto, ci si comincio a rendere conto
che non sempre un sistema di equazioni puo essere ridotto alle quadrature e,
per di piti, non e detto che sia possibile ricavare in modo esplicito una legge
oraria.

Mutuata dalle sostanziali innovazioni concettuali di Lagrange, nacque al-
lora, per la prima volta in Liouville, la convinzione di dover cambiarepunto
di vista, a cominciare dalla definizione stessa di integrabilita, destinata a sle-
garsi, in modo sempre piu decisivo, dalla possibilita effettiva di rappresentare
analiticamente le soluzioni di un problema di evoluzione.

1.1 La teoria classica

E quanto mai arduo definire una “teoria classica” per i sistemi dinamici.
Sicuramente, esistono molteplici vie, per farlo. Alcune di queste vie sono
assai popolari, soprattutto in relazione alla loro utilita nelle applicazioni.
Altre hanno avuto meno fortuna.



1.1.1 Il principio di minima azione e le equazioni del
moto

Quale che sia la strada che si intende seguire nello studio dell’integrabilita
dei sistemi dinamici, non c¢’e dubbio sulla necessita di partire da un principio
di minima azione.

Sia M una varieta differenziabile n-dimensionale, e sia m un suo punto,
avente coordinate (qi, ..., ). Tali coordinate identificano un vettore contro-
variante ¢ su M, cioe un vettore che si trasforma con 'inversa! della matrice
del cambiamento di base.

Al variare di un parametro ¢t € R, i vettori ¢(¢) parametrizzano una curva
regolare sulla varieta M. .

In ciascun punto di questa curva, denotiamo? con ¢(t) i vettori tangen-
ti alla varieta M. Le coppie (q(t),q(t)) parametrizzano lo spazio tangente
T,.(M) alla varieta M, nel punto m avente coordinate ¢(t).

L’unione degli spazi tangenti, fatta su tutti i punti della varieta M, e
detta fibrato tangente e si indica con T'M.

Sia L : TM — R un funzionale regolare. Fissiamo due punti della varieta
aventi coordinate ¢(t;) e ¢(ty) rispettivamente, su una qualche curva regolare
q(t) che li contenga entrambi, e consideriamo

Loty = [ el oy (1.1)

L ¢ detto lagrangiana; T € detto integrale d’azione.
I punti critici dell’integrale d’azione rappresentano le traiettorie di un
sistema meccanico le cui equazioni del moto sono date dalla celebre relazione

B = (1.2)

dette equazioni di Fulero - Lagrange. Un sistema meccanico per il quale
esista una tale rappresentazione si dice naturale.

Poniamo p = g—g. Questo vettore e covariante, cioe si trasforma con la
stessa matrice del cambiamento di base®. La trasformazione

H(p,q) = pg — L(p,q) (1.3)

'La matrice trasposta, nel caso di trasformazioni ortogonali.

211 punto indica la derivata rispetto al parametro t.

3D’ora in poi, per semplificare le notazioni, ometteremo il segno di vettore sopra la
lettera che lo rappresenta.




¢ detta trasformata di Legendre. Il funzionale H e detto hamiltoniana del
sistema.

Le coppie (p, q) parametrizzano lo spazio cotangente T,;, M. L’unione di
questi spazi

e ) M (1.4)

meM

e detta fibrato cotangente.
Dalla (1.2) si ricavano le equazioni di Hamilton:

oH __ -
B, — 4
ol
9q

. (1.5)

Un sistema dinamico per il quale valgono le equazioni (1.5) & detto hamil-
toniano. Per sistemi di questo tipo esiste una definizione di tipo geometrico,
in un certo senso piu diretta, basata sui campi vettoriali e sulle parentesi di
Poisson.

1.1.2 Campi vettoriali

Il concetto di campo vettoriale, fondamentale in geometria differenziale, & ba-
silare per ben comprendere le caratteristiche geometriche dei sistemi dinamici
integrabili.

Esistono moltissime definizioni di campo vettoriale, naturalmente equi-
valenti tra loro. Nel seguito adotteremo la seguente

Definizione 1.1 Un campo vettoriale X & un operatore differenziale omo-
geneo del primo ordine

def _ 0
X = X, — 1.
kz:; £ (1.6)

dove le Xy, = Xy(x1, ..., 2,) sono funzioni delle variabili dinamiche.

Denoteremo con v!'(M) linsieme dei campi vettoriali definiti su una
varieta M.
Un campo vettoriale ¢ una differenziazione, cioe soddisfa:

X(f+g) =X(f)+X(9) (linearita)

X(fg)=X(f)g+ fX(g) (regola di Leibniz) (1.7)



Vf,g regolari * da R™ in R o, pill in generale, da una varieta regolare M,
localmente isomorfa ad R" in R.

Conseguenza immediata della seconda di queste proprieta e ’azione dei
campi vettoriali su elementi costanti:

X(c)=0, VceR" (1.8)

La piu importante operazione tra campi vettoriali e la loro parentesi di
Lie:

Definizione 1.2 Dati due campi vettoriali X e 'Y la loro parentesi di Lie ¢
definita come il commutatore degli operatori differenziali che essi rappresen-
tano:

X, Y] Xy -vX (1.9)

E immediato verificare che [X, Y] risulta essere ancora un operatore dif-
ferenziale del primo ordine omogeneo della forma (1.6), cioe, se

~ 0
X=N X,—
kzzl k@xk

. 0
Y = Y,—
; 3xk
allora esso € un campo vettoriale

Z=[X,Y], Z:ZZk% (1.10)
k=1

dove Zk = X(Yk) — Y(Xk)
Altre proprieta elementari della parentesi di Lie, che seguono immediata-
mente dalle definizioni, sono le seguenti:

e bilinearita

aX 4+ 0Y, Z] = a[X, Z] + BlY, Z]

[X,aY + BZ] = X, Y] + B[X, Z] (1.11)

4Assumiamo che f e g siano almeno C!(R"™,R). In effetti tratteremo sempre funzioni
C>(R",R).



e antisimmetria

(X, Y] = —[¥, X] (1.12)

e identita di Jacobi

X, [V, Z] + [V, [Z, X] + [Z,[X,Y] = 0 (1.13)

dove X,Y, Z sono campi vettoriali ed «, 3 sono costanti.

1.1.3 Parentesi di Poisson

Uno degli strumenti fondamentali adottati dalla meccanica classica sono le
cosiddette parentesi di Poisson. Vedremo nel seguito come esse possano
essere interpretate come una struttura aggiuntiva di cui una data varieta puo
essere dotata. In effetti, tuttavia, le parentesi di Poisson vengono di solito
definite ed interpretate in modo assai piu concreto, come strumento naturale
per il calcolo nello spazio delle fasi di un determinato sistema meccanico.
L’esempio piu tipico di parentesi di Poisson e anche quello che, almeno per
il momento, prenderemo come definizione.

Consideriamo un sistema meccanico hamiltoniano ad n gradi di liberta.
Le equazioni del sistema possono essere scritte in termini delle 2n variabi-
li canoniche che parametrizzano lo spazio delle fasi T*M, che e il fibrato
cotangente alla varieta M su cui avviene il moto. A titolo di esempio, con-
sidereremo per il momento il caso in cui lo spazio delle fasi sia lo stesso R?".
Ovviamente, cio non e soltanto utile a livello esemplificativo, infatti, anche
nei casi pit generali, ci si potra sempre rammentare del fatto che una varieta
regolare k-dimensionale ¢ localmente isomorfa allo spazio RF.

Definizione 1.3 Date due funzioni f,g € C(T*M) si dice parentesi di
Poisson di f e g la funzione

2n

def of dg
= — A 1.14
{fvg} Z.;l axl (JO)ZJ ax] ( )
dove
def 0o I,
Jo = ( L 0 ) (1.15)



Spesso le coordinate x1, ..., Ta, si scrivono nella forma py, ..., pn, @1,y -, @n-
In tal modo la parentesi assume la nota forma

009 9f g
{f.9} = 2; e 5 o (1.16)

1=

Una prima estensione del concetto di parentesi di Poisson puo essere fatta
in base alla seguente

Definizione 1.4 Una matrice quadrata M, di ordine 2n, si dice simplettica
se

M JIM = J, (1.17)
Supponiamo di operare un cambiamento di coordinate

(,qd) =S/ q) (1.18)

dove S e una funzione regolare di p e q. Si dice che S & una trasformazio-
ne canonica delle coordinate se la matrice jacobiana della trasformazione e
simplettica.

E immediato verificare che 'insieme delle matrici simplettiche Sp(2n, R)
e un gruppo, sottogruppo di GL(2n,R).

Proposizione 1.1 Sia M € Sp(2n,R). Se

A B
M = ( c D ) (1.19)
con A, B,C, D sottomatrici quadrate di ordine n, allora
_ tD —'B
Mlz(_tc ‘A ) (1.20)

Una trasformazione canonica preserva la struttura delle parentesi di Pois-
son. Questo fatto permette di considerare, nella definizione 1.3, una matrice
J = MJy, con M € Sp(2n,R). Si vede facilmente che una siffatta matrice J
e antisimmetrica.

La parentesi cosi ridefinita e percio un’operazione binaria antisimmetrica
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Essa soddisfa, inoltre, 1’identita di Jacobi

{f g, iy +{g.{n, f}} +{n.{f. 9}} =0,

che, in termini della matrice J, fornisce la relazione differenziale quadratica
JiOk Jim + JiOk I + SOk Sy = 0. (1.21)
detta anche relazione di chiusura. Infine essa soddisfa la regola di Leitbniz

{fg,h}y = fg,h} +g{f h}

detta cosi perche ricorda da vicino la regola di derivazione di un prodotto
di funzioni. In effetti spesso si dice che una parentesi di Poisson e una
deriwazione, come risultera chiaro grazie alla prossima

Definizione 1.5 Sia f una funzione regolare. Si dice campo vettoriale
hamiltoniano di f il campo vettoriale

2n
SR 0
8@ 8xj

ij=1

X (1.22)

Questa definizione comporta che, facendo agire il campo vettoriale, cioe
saturando 1’operatore differenziale del primo ordine, esso si riduce ad una
parentesi di Poisson:

Xi(g) =1/ g}

1.1.4 Strutture simplettiche

Considerare una parentesi di Poisson, per come ’abbiamo definita, equivale
a considerare una struttura simplettica sullo spazio delle fasi T*M. Preci-
samente, essendo J non degenere °, esiste la sua inversa, tradizionalmente
denotata con w, cioe

(1) = wi- (1.23)

5] ¢ la matrice associata alla parentesi di Poisson.



Si ¢ soliti definire questa matrice ancora come matrice simplettica®. Eviden-
temente essa €, al pari di J, antisimmetrica

fw=—w. (1.24)

Date due funzioni f,g € C°°(M), la loro parentesi di Poisson puo essere
riscritta in termini della matrice simplettica w:

de
{9y =<V, Ivg>=<wX;X,>Z u(X;X,)  (1.25)
dove
Xi=w'vf
Xg = W_l V9

sono i campi vettoriali relativi, rispettivamente, alla f e allage < -,- > ¢l
prodotto scalare standard in R?".
Questa operazione e naturalmente definita per qualsiasi coppia di campi
vettoriali X, Y:
wX,Y) =<wX,Y >

Una strada alternativa, nonché assai piu generale, per definire una strut-
tura simplettica su una varieta e la seguente:

Definizione 1.6 Una varieta simplettica(M,w) é una varietd regolare M
dotata di una 2-forma differenziale chiusa non degenere w.

Dette, al solito, z; le coordinate che parametrizzano localmente la varieta,
abbiamo:

w = wjj(x)dz; A dz;. (1.26)

Il fatto che la 2-forma sia non degenere comporta che det(w;;(z)) # 0 in
ogni punto x della varieta M. Conseguenza di cio e 'esistenza di una matrice
inversa, che ¢ appunto la gia considerata .J. L’antisimmetria 7 implica infine

che la varietd M ha dimensione pari .

SPurtroppo la terminologia coincide con quella della definizione 1.4. D’altra parte,
cio e giustificato dall’analogia fra le proprieta che riguardano le due classi di matrici che
abbiamo considerato.

"Conseguenza del carattere antisimmetrizzante del prodotto wedge A.

8Questo punto, infatti, non era stato considerato tra le ipotesi della definizione 1.6.



La condizione dw = 0, nelle coordinate locali, si riduce alla condizione
lineare ? detta ancora identita di Jacobi o relazione di chiusura:

8iwjk + @wki + 8kwij =0 (1.27)

dove si e posto 9; = 6%1_ e Iy, ..., Ty, rappresentano un sistema di coordinate
per M.

Questa formulazione permette di interpretare J = w™" come un ten-
sore antisimmetrico controvariante di rango 2. Proprio tale considerazione
permettera di generalizzare la teoria nei prossimi capitoli.

E interessante notare, ancora, che w(Xpy,-) = dH, come & facile vedere.
Cio significa, quindi, che la saturazione parziale di una forma simplettica
con un campo vettoriale hamiltoniano da come risultato una 1-forma che e
esattamente il differenziale della funzione che genera il campo.

Tutte le varieta simplettiche hanno localmente la stessa struttura, cioe,
come si dice, sono simpletticamente equivalenti o simpletticamente isomorfe.
Il teorema che sancisce e precisa questa asserzione e il notissimo

1

Teorema 1.1 (di Darbouz) Per ogni punto x di una varieta simplettica
(M,w) esiste un sistema di coordinate locali (p1,...,Pn, q1, -, qn) tale che,
i un intorno di x, la forma si scrive con [’espressione standard

w= Z dp; N dg; (1.28)
i=1

Dal teorema segue subito il
Corollario 1.1 Varieta simplettiche della stessa dimensione sono localmen-
te simpletticamente isomorfe 0.
1.2 Sistemi hamiltoniani e loro integrabilita

Lo studio dell’integrabilita dei sistemi hamiltoniani occupa un posto speciale
nella Fisica matematica. I riferimenti bibliografici sono, pertanto, pressoche
infiniti. Ad ogni modo, tutte le definizioni e le dimostrazioni dei teoremi

9Ricordiamo che ’analoga proprieta per le parentesi di Poisson definite in precedenza
era espressa in termini di un’equazione quadratica.
10A volte ¢ questo corollario ad essere chiamato Teorema di Darbou.



classici che saranno enunciati nel paragrafo, sono contenute, ad esempio, in
2, 3, 23]. Per l'estensione al caso infinito-dimensionale si veda [20].

Grazie alle notazioni introdotte in precedenza e ora possibile definire un
sistema hamiltoniano, nel modo seguente:

Definizione 1.7 Si dice sistema hamiltoniano un sistema dinamico per il
quale le equazioni del moto possano scriversi nella forma

i ={H,z} (1.29)

dove x = (21, ..., Tay). La funzione H prende il nome di funzione di Hamilton,
o piu semplicemente Hamiltoniana, del sistema.

Nel linguaggio dei campi vettoriali, un sistema hamiltoniano si scrive nella
forma

i = Xp(x) (1.30)

dove Xy (x) indica l'azione del campo hamiltoniano relativo alla funzione H
sulle funzioni coordinate.

L’integrabilita di un sistema dinamico hamiltoniano & assicurata dall’esi-
stenza di un numero sufficiente di integrali primi.

1.2.1 L’integrabilita secondo Liouville

Definizione 1.8 Una funzione F' su una varieta simplettica M e un inte-
grale primo di un sistema hamiltoniano con Hamiltoniana H se solo se

oF
— +{H,F} =0 (1.31)

ot
La condizione (1.31) significa che F' ¢ costante lungo le soluzioni del
sistema (1.29) o, equivalentemente, del sistema (1.30). Sia, infatti, F' =

F(t,xzq(t), ..., x2,(t)). Si ha:

ar _OF N OF . OF
Ko S on T

oF oF
8—35]-{}[’%} = o +{H, I}

Nel caso in cui non si abbia dipendenza temporale esplicita la (1.31) si
riduce a

{H F}=0 (1.32)
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Nel seguito avremo a che fare con sistemi di questo tipo, detti sistemi auto-
nomi.
Diamo ora la

Definizione 1.9 Due funzioni la cut parentest di Poisson sia nulla st dicono
in involuzione.

Grazie alla definizione 1.8 possiamo finalmente precisare il concetto di
integrabilita attraverso la seguente

Definizione 1.10 Un sistema hamiltoniano su una varieta simplettica 2n-
dimensionale M si dice completamente integrabile se possiede n integrali
primi del moto funzionalmente indipendenti in involuzione.

Il risultato fondamentale che chiarisce il significato del concetto di inte-
grabilita e il celebre

Teorema 1.2 (di Arnol’d - Liouville) Sia M una varieta simplettica di di-
menstone 2n e supponiamo che esistano n funzioni regolari in involuzione

Fl,...,Fn; {E,FJ}:O i,jzl,...,n.
Consideriamo una superficie di livello delle funzioni Fj,
My ={z € M|F;(z) = fi,i=1,...,n}.

Supponiamo inoltre che su tale superficie di livello My le funzioni F; siano
indipendenti *. Allora valgono i sequenti fatti:

1. My ¢ una varieta regolare invariante rispetto al flusso di fase dell’Ha-
miltoniana H = H(F}, ..., F,,)".

2. My é dotata di una struttura affine canonica nella quale il flusso di fase
appare linearizzato, cioe, esitono delle coordinate affint ¢ = (D15 ey Pn)
tali che, su My, si ha ¢ = cost..

1 Cio si pud esprimere dicendo che dFy A ... AdF, # 0 in ogni punto di My ovvero che il
Wronskiano di tali funzioni & ovunque non degenere su tale superficie di livello. Va notato
che l'indipendenza funzionale delle F; garantisce che i campi vettoriali hamiltoniani X,
costituiscano una base dello spazio tangente 7'M .

12Ad esempio, si puo prendere, per semplicita, H = Fj.
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Un caso di particolare interesse in questo ambito si ha quando la superficie
di livello My & compatta. Dalle ipotesi del teorema (1.2) segue, infatti, che
ogni componente connessa di M; ¢ un toro n-dimensionale. Il flusso hamilto-
niano su un siffatto toro puo essere periodico o condizionatamente periodico.
Ricordando che ogni toro e ottenibile, dal punto di vista topologico, come
quoziente di un ipercubo rispetto all’identificazione delle facce opposte!?, si
ha che, nel secondo caso, le curve di fase sono I'immagine sul toro del flusso
all’interno dell’ipercubo, prolungato periodicamente.

1.2.2 Le variabili azione - angolo

Supponiamo che M = R?" sia lo spazio delle fasi standard, e supponiamo
che la sottovarieta di livello My = My|s— sia compatta e soddisfi le con-
dizioni del teorema (1.2). Allora, in un intorno di M le sottovarieta M;
sono tori lagrangiani n-dimensionali. Scegliendo una base (71, ...,7,) di
cicli unidimensionali sul toro My, dipendenti in modo continuo da f, si pone

1

I(f) = —/ pdq, k=1,..,n. (1.33)
27 Jo()

Le funzioni I, = Ix(F(p, q)) sono dette variabili d’azione. In questo contesto,
vale il seguente

Teorema 1.3 In un intorno del toro My si puo introdurre la struttura di un
prodotto diretto (R*"/27Z"™) x R™, con le coordinate d’azione (Iy, ..., 1) sul
fattore R™ e coordinate angolari (¢, ..., ¢n) sul toro R*" /277", nel quale la
struttura simplettica > dpy A dqp su R*" assume la forma

> dI A dgy, (1.34)
k=1

1.2.3 1l metodo della deformazione isospettrale

Tra gli strumenti di maggiore efficacia nello studio dell’integrabilita di un
sistema dinamico, va senza dubbio annoverato il metodo della deformazio-
ne isospettrale, enunciato per la prima volta da Lax nel 1968, in relazione

13Nel caso bidimensionale, in particolare, si tratta, come & noto, di identificare i lati op-
posti di un quadrato nel piano, quindi, di quozientare rispetto alla relazione di equivalenza
indotta da tale identificazione.

14 Questa terminologia si adotta perche tali sottovarietd sono superfici di livello
massimali, ossia n-dimensionali, isotrope rispetto alla forma simplettica w.
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all’annosa questione dell’integrabilita dell’equazione di Korteweg - De Vries.
Il termine “deformazione isospettrale” fu suggerito in seguito, da Moser, nel
1975. Per ulteriori dettagli si veda [23], oppure [3].

L’idea che sta alla base di questo metodo € molto semplice. Supponiamo
che un dato sistema dinamico hamiltoniano '° sia descritto da certe equazioni

i ={H,xz}. (1.35)

Supponiamo, inoltre, di essere sufficientemente fortunati da trovare una cop-
pia di operatori, ovvero, nel caso finito dimensionale, di matrici quadrate, L
ed M, tali che le equazioni del moto (1.35) assumano la forma

L =1[L, M| (1.36)

dove, [, -] &, come al solito, il commutatore dei due oggetti. L & detta matrice
di Lax.

Grazie a questa particolarissima struttura, 1’evoluzione temporale della
matrice L(t) puo essere descritta tramite coniugio con una matrice invertibile

U(t) tale che M = U'U, cioe:
L(t) = U (t)L(0)U(¢) (1.37)

La notevole conseguenza della (1.37) ¢ I'indipendenza temporale degli au-
tovalori della matrice L(t). Si dice, percio, che la matrice di Lax subisce una
deformazione isospettrale. Gli autovalori sono, quindi, costanti del moto,
ossia integrali primi. Spesso, invece degli autovalori, si prendono in consi-
derazione altre quantita invarianti sotto deformazione isospettrale, come i
coefficienti del polinomio caratteristico det(L — Al) = 0 o, equivalentemente,
le tracce delle potenze di L, tradizionalmente normalizzate nelle quantita

I, = %tr(Lk). (1.38)

Condizione sufficiente a garantire l'integrabilita e, dunque, che esista un
numero sufficientemente grande di queste funzioni che siano anche funzional-
mente indipendenti ed in involuzione. E opportuno notare che il metodo e
del tutto generale, nel senso che & applicabile non soltanto ai sistemi dinamici
definiti su varieta simplettiche, ma ¢ estendibile anche a sistemi pitt genera-
li, legati, ad esempio, a strutture a parentesi degeneri o agenti su varieta
di dimensione dispari. Tali strutture piu generali saranno trattate in modo
approfondito nel prossimo capitolo.

15Tn effetti non & neppure necessaria, in generale, questa proprieta.
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1.3 Geometria delle strutture integrabili clas-
siche

Supponiamo, ora, di avere un sistema dinamico hamiltoniano, la cui integra-
bilita sia assicurata dall’esistenza di n integrali primi del moto indipendenti
ed in involuzione (Hy, ..., H,).

1.3.1 La foliazione lagrangiana di una varieta simplet-
tica

Una sottovarieta C' di una varieta simplettica 2n-dimensionale (M, w) si dice
lagrangiana se € massimale, cioe n-dimensionale, ed € isotropa rispetto alla
restrizione su di essa della forma simplettica, ossia

wle =0 (1.39)

L’insieme delle superfici di livello C(H;) degli integrali del moto ¢ un
esempio classico di sottovarieta lagrangiana, infatti tale varieta e ovviamente
massimale, a causa dell’indipendenza funzionale degli integrali, ed e isotropa,
in quanto

w(Xy,, Xu,) = {H;, H} = 0. (1.40)

Consideriamo ora ’applicazione che associa all’insieme delle superfici di
livello degli integrali del moto una n-upla di numeri reali. Le fibre di que-
st’applicazione sono sottovarieta lagrangiane della varieta simplettica M. Si
dice che esse costituiscono una foliazione lagrangiana della varieta.

Piu in generale, si ha la seguente

Definizione 1.11 Una foliazione lagrangiana é una fibrazione di una varieta
simplettica, in cui tutte le fibre sono sottovarieta lagrangiane.

Grazie a queste osservazioni, possiamo pertanto interpretare una famiglia
di sistemi integrabili in termini della foliazione lagrangiana di una varieta
simplettica.

In particolare, ¢ interessante notare come la questione dell’integrabilita
sia riconducibile alle proprieta geometriche e topologiche della foliazione
lagrangiana indotta dagli integrali del moto, come si evince dal seguente
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Teorema 1.4 Se le foglie della foliazione lagrangiana di una varieta sim-
plettica M sono compatte e connesse, allora esse sono tori lagrangiani.

La dimostrazione di questo risultato si puo trovare in [3, Symplectic
Geometry, cap.4].

1.3.2 Integrabilita di una varieta simplettica

I campi vettoriali hamiltoniani Xy, associati agli integrali H;, sono indipen-
denti e sono tangenti, in ogni suo punto, alla varieta simplettica M. Essi
generano, percio, 'intero spazio tangente T'M. In effetti, i campi vettoriali
hamiltoniani delle funzioni C'*° (M), rispetto all’'usuale commutatore di campi
vettoriali, costituiscono un’algebra di Lie.

Le considerazioni relative alla foliazione lagrangiana di una varieta sim-
plettica suggeriscono un cambiamento sostanziale di punto di vista ed una ri-
definizione di integrabilita, fondata esclusivamente sulla geometria di (M, w),
a prescindere dalla presenza su di essa di un sistema dinamico specifico. In
questa nuova accezione, le foglie della foliazione lagrangiana sono giusta-
mente ribattezzate foglie integrali della varieta M. Questa affermazione ¢
giustificata ancora di piu nel caso di foglie compatte e connesse, infatti, in
questo caso, il teorema 1.4 puo essere considerato una rilettura “geometrica”
del teorema di Arnol’d - Liouville 1.2.
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Capitolo 2

Strutture generalizzate

Fino a questo momento abbiamo considerato varieta di dimensione pari do-
tate di una struttura simplettica e quindi di parentesi di Poisson. Che cosa
cambia se consideriamo varieta di dimensione dispari o anche, il che si rivelera
agli effetti pratici la stessa cosa, strutture degeneri?

In linea di principio e possibile definire, in astratto, oggetti che genera-
lizzino le strutture simplettiche e che si riducano ad esse in casi speciali.

2.1 1l bivettore di Poisson

La prima considerazione notevole che puo essere fatta in questo contesto ¢ la
seguente: per definire una parentesi di Poisson, non abbiamo bisogno di una
struttura simplettica ma solo di una legge di composizione antisimmetrica
per cui valga l'identita di Jacobi e tale che sia anche una derivazione.

Una varieta M di dimensione n, con n, quindi, non necessariamente pa-
ri, dotata di una legge di composizione binaria per cui valgano le suddette
consuete proprieta, e detta varieta di Poisson.

Cio comporta che Vf € C®(M) esiste un campo vettoriale Xy, che e
appunto il campo vettoriale hamiltoniano di f, tale che

{fi9}=Xpg=—-X,f =dg(f) = —df (9) (2.1)

Dalle relazioni 2.1 segue che la parentesi {f,g} ¢ determinata da una
forma bilineare antisimmetrica su T*M. In altre parole, esiste un campo
tensoriale antisimmetrico a due indici controvarianti P € v?(M) di classe
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O, rappresentato da una matrice antisimmetrica P, tale che !

9f 99

{f,9} =P(df.dg) = PV === (2:2)

dove z' sono coordinate locali sulla varieta M.

Definizione 2.1 Un campo tensoriale P € v*(M) per il quale valga la (2.2)
si dice bivettore di Poisson associato alla coppia (M, {,}).

Nel seguito, sara pertanto indifferente riferirsi ad una varieta di Poisson
come ad una coppia (M, {, }) oppure ad una coppia (M, P).
Molto spesso, un bivettore di Poisson si trova scritto nella forma:
0 0
P — PU—. A o 23
oxt Oz’ (2:3)
dove A ¢ il classico prodotto esterno, o prodotto wedge?. La scrittura (2.3) ¢
del tutto equivalente alla (2.2), grazie alla proprieta di antisimmetria della
matrice P.
Il bivettore P induce un omomorfismo di fibrati vettoriali

#:T"M —TM (2.4)
definito in modo che, posto #a = o, si abbia

Bla”) = P(a, ) (2.5)

con a, € T*M.

In particolare, va notato che Vf € C*(M) si ha (df)# = X;.

In virtu della rappresentazione 2.2 del bivettore P, 1'identita di Jacobi
assume la forma

P"9,P* 4+ PY 9, P* + P9, P7 = 0 (2.6)

dove, per brevita, si & posto 9;, = %.

Nel caso gia considerato di una varieta simplettica (M,w), dove w &
una 2-forma chiusa non degenere, la struttura di Poisson su M si ottiene
banalmente:

{9} = w(Xy, X).

!Usando la convenzione di Einstein.
2Si vedano, ad esempio, [19, cap.3], oppure [29, par.40].
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2.1.1 La parentesi di Schouten

La parentesi di Schouten 3 & un interessante strumento per verificare se un
campo tensoriale sia o meno un bivettore di Poisson.

Sia, al solito, M una varieta differenziabile. Sia v*(M) lo spazio degli
i~vettori, cioe dei campi tensoriali antisimmetrici controvarianti di tipo (i, 0),
e sia v(M) = (B}, V' (M), A), dove °(M) = C>®(M), Palgebra grassman-
niana controvariante di M. E noto che VX € V(M) esiste una ben definita
operazione di derivata di Lie, Lx, che agisce, in particolare, su v?(M) nel
modo seguente:

(ExQ)w0) = -y {foxp(~rX)QexprX(m)} (27

dove 7y € M,Q € v4(M). In particolare, per X,Y € v'(M), essa si riduce
a:

LxY =[X,Y] (2.8)
E allora naturare definire la seguente legge di composizione:
p . A
X1 AL AX, Q=) (D)X A LAX AL AX,AXL Q] (29)
i=1

dove [X;, Q] “ xQ ed il cappuccio denota 'assenza del fattore corrispon-
dente. Usando la relazione (2.9) ¢ possiblie provare il seguente teorema, che
definisce la parentesi di Schouten e ne stabilisce le proprieta salienti:

Teorema 2.1 Sia M wuna varieta differenziabile. Allora esiste un’unica e-
stensione R-bilineare di tipo locale della derivata di Lie Lx ad una legge di
composizione

)] P (M) x V(M) — 7= (M) (2.10)

per la quale sia verificata la relazione (2.9). Questa legge di composizione
soddisfa inoltre le sequenti proprieta:

P,Q] = (~1)[Q, P]
[P,QAR] = [P,Q] AR + (~1)""QA [P, R]
(—1)Pr=[P, [Q, R]] + (~1)-D[Q, [R, P]| + (~1) @ D[R, [P, Q]] = 0

TQ.ll)

3 A volte & detta anche parentesi di Schouten-Nijenhuis, dato che il primo a menzionarla
in questo ambito fu il matematico olandese Nijenhuis in un articolo del 1955.
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Per la dimostrazione si veda [32, pag.7-8].
Nel caso dei bivettori e pertanto immediato provare 'importante risultato
che caratterizza le strutture di Poisson:

Teorema 2.2 Un campo bivettoriale P € v?(M) ¢ un bivettore di Poisson
su M se solo se

[P, P]=0. (2.12)

Per la dimostrazione si veda ancora [32, pag.10]*.

2.1.2 Funzioni di Casimir

Una sostanziale differenza tra le varieta simplettiche e quelle di Poisson sta
nel fatto che, come abbiamo gia accennato, queste ultime possono essere
associate a parentesi di Poisson degeneri. In altre parole, se, fissata una
funzione f € C*°(M), consideriamo le parentesi come applicazione lineare

iy M—M (2.13)

non ¢ affatto escluso che essa abbia nucleo non banale.
Utilizzando il linguaggio dei bivettori di Poisson e possibile formalizzare
questo comportamento nella seguente

Definizione 2.2 Sia (M,P) una varieta di Poisson. Si dicono funzioni di
Casimir o, talvolta, semplicemente Casimir del bivettore P le funzioni i cui
differenziali appartengono a ker(Pdf), Vf € C*(M).

I differenziali delle funzion: di Casimir sono, quindi, elementi del nucleo
dei campi vettoriali hamiltoniani Xy = Pdf, intesi come applicazioni lineari.

Nel linguaggio delle parentesi di Poisson, ricercare i Casimir significa
trovare il pitt grande sottoinsieme C' C C'*°(M) tale che

{f.C}=0, Vfe (M) (2.14)

L’importanza del concetto di funzioni di Casimir risiede nel fatto che esse
costituiscono il centro C' dell’algebra di Lie associata alla parentesi indotta
dal bivettore di Poisson P. In particolare, percio, le funzioni di Casimir

4Va notato che Magri definisce i bivettori di Poisson in [15] proprio in base alla proprieta
(2.12).
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possono essere considerate funzioni invarianti per un sistema hamiltoniano.
E chiaro, comunque, che si tratta di integrali, in un certo senso, “banali”, dato
che commutano, in effetti, non soltanto con ’hamiltoniana del sistema, ma
con ogni altra funzione definita sulla varieta M. Esse tuttavia sono spesso
uno strumento assai utile per studiare l'integrabilita del sistema. Infatti,
quozientando l'algebra (C*°(M),{-,-}) rispetto al suo centro, si opera in
effetti una riduzione della varieta M, nel senso che si riducono i gradi di
liberta del sistema hamiltoniano definito su di essa. La wvarieta ridotta M’
che si ottiene e, di conseguenza, tale che

dim M’ = dim M — dim C,

ed & dotata di una struttura di Poisson ridotta P’.

E bene notare, comunque, che il rango del bivettore di Poisson °, in-
teso semplicemente come rango della matrice delle coordinate, ¢ invariante
rispetto alla riduzione operata attraverso il quoziente.

2.1.3 Parentesi di 1-forme

Un aspetto interessante delle varieta di Poisson e l'esistenza di una versione
controvariante del calcolo differenziale di forme, basata sulla possibilita di
estendere la parentesi di Poisson, finora definita, seppure in astratto, sempre
per funzioni, alle 7-forme. Cio fu messo in evidenza da Gel’fand e soprattutto
da Magri all'inizio degli anni ’80 nel gia citato [15].

Denotiamo con A*M lo spazio delle k-forme differenziali su una varieta
differenziabile M. Si ha il seguente importante risultato:

Teorema 2.3 Sia (M,P) una varieta di Poisson. Allora esiste un’unica
legge di composizione R-bilineare e antisimmetrica

{3 A'M x A'M — A'M
tale che

{df,dg} = d{f,9} f g€ C>=(M) (2.15)

{o, 18} = fa. B} + (@®f)B feC®(M),af € A'M (2.16)

5Questo rango non ¢ sempre costante per le varieta di Poisson. Esso, infatti, dipende
dal punto m € M in cui si calcola la matrice delle coordinate.
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Inoltre, questa legge dota A*M di una struttura di algebra di Lie tale che
#: AN'M — v (M) sia un omomorfismo di algebre di Lie, cioé:

{a, B} = a7, 57]. (2.17)

Per la dimostrazione si rimanda a [32, pag.41-42].

2.1.4 Algebroidi di Lie

Gli algebroidi di Lie generalizzano il ben noto concetto di algebra di Lie. La
terminologia fu originariamente adottata in [13].

Definizione 2.3 Un algebroide di Lie ¢ una terna (E,M,S), dove E ¢ un
fibrato vettoriale sulla varieta M ed S : M — E é una sezione del fibrato,
accoppiata ad una mappa tra fibratt A . E — TM detta ancora e ad una
parentesi |-,-] : TE x TE — TE, dove T'E ¢é linsieme delle sezioni S del
fibrato E, R-bilineare, antisimmetrica, soddisfacente l’identita di Jacobi e
tale che

A(IX,Y]) = [A(X), A(Y)], (2.18)

(X, uY] = u[X, Y] + (A(X)).Y
VX, Y eTE,ue C(M).

L’algebroide e transitivo se A € una summersione, regolare se A ¢ local-
mente di rango costante, totalmente intransitivo se A = 0. M e detta base
di E.

Se E’ & un secondo algebroide di Lie sulla stessa base M, allora un mor-
fismo di algebroidi ¢ : E — E’ su M & un morfismo di fibrati vettoriali tale
che Alop=AedX,Y]=[o(X),0(Y)],VX,Y €T E.

Gli esempi pitt elementari di algebroidi di Lie sono naturalmente algebre
di Lie, fibrati di algebre di Lie, ed il fibrato tangente T'M ad una varieta M.

Un altro esempio e fornito dal risultato 2.3, che stabilisce, in particolare,
che la terna (T*M, M, #) & un algebroide di Lie, con la parentesi di Poisson
indotta dal bivettore P.

L’ancora di un algebroide E codifica le sue proprieta geometriche. Se F
e transitivo allora le inverse a destra dell’ancora sono connessioni in E. Se E
e regolare allora I'immagine dell’ancora definisce una foliazione della varieta
base e su ciascuna foglia di tale foliazione I'algebroide ¢ transitivo.
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Per giustificare I'introduzione, in questa trattazione, del concetto di al-
gebroide, occorre ribadire ancora che esso generalizza quello di algebra di
Lie. Un’algebra di Lie si ottiene (si veda [21, pag.330-338]) come spazio tan-
gente nell'unita ad un gruppo di Lie. Per un algebroide esiste un analogo,
valido, tuttavia, solo localmente. Al posto dei gruppi di Lie, in questo caso,
le strutture che vengono considerate sono i gruppoidi simplettici. Quando
un algebroide puo essere interpretato, come spazio tangente nell’unita ad un
gruppoide simplettico, esso si dice integrabile (per una trattazione completa
si veda [32, cap.9]).

2.2 La geometria di una varieta di Poisson

I bivettori di Poisson generalizzano, come abbiamo visto, le strutture simplet-
tiche. Cio e vero anche sotto un punto di vista piu strettamnte geometrico:
data una varieta di Poisson, infatti, e possibile trovare delle sottovarieta di
essa che sono dotate in modo naturale di una struttura simplettica, indotta
dal bivettore di Poisson. Tali varieta, dette foglie simplettiche, costituiscono
quella che si dice una foliazione simplettica. In questo modo, un sistema
meccanico hamiltoniano puo essere interpretato in termini di foliazione la-
grangiana delle foglie simplettiche. Per le dimostrazioni dei risultati contenuti
in questo paragrafo, si veda, ad esempio, [32, cap.2].

2.2.1 Distribuzioni

Sia M una varieta di Poisson e sia T, M lo spazio tangente in un suo punto
x.

Definizione 2.4 Si dice distribuzione un insieme di sottospazi vettoriali
S(M) = {S.(M)|x € M} (2.19)
dello spazio tangente T, M.

Una distribuzione si dice differenziabile se Yx € M esiste un numero
finito di campi vettoriali differenziabili Xy, ..., X, € S(M), che, calcolati in
x, generano il sottospazio S;(M).

Una distribuzione si dice completamente integrabile se esiste una sottova-
rieta M’ C M tale che T,M' = S, (M), Vz € M'.
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Definizione 2.5 Una distribuzione differenziabile S(M) si dice invariante
se esiste un insieme xo di campi vettoriali tale che, Yx € M, i valori dei
campi di xo in x generano S,(M), e VX € xo,VT € R eV € M per cui sia
definito (exp(TX)(x), si abbia

t(eXp TX)[SI(M)] = S(expTX)(a:)(M) (220)
Il risultato fondamentale in questo contesto e il

Teorema 2.4 (di Suffmann - Stefan - Frobenius) Una distribuzione diffe-
renziabile S(M) é integrabile se solo se é una distribuzione invariante.

In pratica, volendo provare 'integrabilita di una distribuzione, basta ve-
rificare che essa costituisce una sottoalgebra invariante dell’algebra di Lie
v (M) dei campi vettoriali sulla varieta M.

2.2.2 La foliazione simplettica di una varieta di Pois-
son

Definizione 2.6 La distribuzione

S(M) € (Pdf|f € (M)} (2.21)

st dice distribuzione caratteristica sulla varieta M del bivettore di Poisson

P.

Questa distribuzione ¢ ovviamente differenziabile, perche lo sono i campi
vettoriali hamiltoniani X, = Pdf.

Teorema 2.5 La distribuzione caratteristica S(M) di una varieta di Poisson
(M,P) & completamente integrabile. Inoltre, la struttura di Poisson induce
strutture simplettiche sulle foglie S,(M) di S(M).

La dimensione p(x) delle foglie S(z) = S, (M) si dice rango della struttura
di Poisson nel punto x € M. Poiché le foglie sono sottovarieta simplettiche,
questo rango ¢ un numero intero pari. E evidente che questo numero p(x)
non e necessariamente costante in ogni punto x € M, tuttavia, se la varieta
base ¢ priva di punti critici e la foliazione & regolare®, possiamo assumere che
esso sia localmente costante.

6Queste ipotesi rientrano, come vedremo nel prossimo capitolo, nelle cosiddette
condizioni di genericita per una varieta di Poisson.
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Su queste foglie, la struttura di Poisson induce quindi una struttura sim-
plettica, nel modo seguente: date due funzioni f,g € C*°(S(x)), esse possono
essere estese localmente a due funzioni f,g € C*°(M), in modo tale che

{/.3}(2) = {f, g} (2) = (X;9) (). (2.22)

In realta, il risultato dipende esclusivamente da g, dal momento che il cal-
colo avviene lungo la curva integrale di X, passante per z, e questa curva
appartiene alla foglia S(x). Analogamente, ricordando che X;g = — X, f, si
ha che il risultato dipende solo da f, e non dall’estensione scelta f.

Definizione 2.7 Le foglie di S(M) sono dette foglie simplettiche della va-
rieta di Poisson M ed S(M) é detta foliazione simplettica di M.

Un risultato interessante afferma che, in effetti, ogni varieta di Poisson e
caratterizzata dalla sua foliazione simplettica:

Teorema 2.6 Sia M una varieta differenziabile n-dimensionale e sia S(M)
una sua foliazione generale tale che:

1. ciascuna foglia di S(M) e dotata di una struttura simplettica wg

2. se f € C®(M), allora il campo vettoriale Xy, definito dal campo vet-
toriale hamiltoniano della funzione f|gw) su (S(x),ws) inx € M ¢ un
campo vettoriale differenziabile su tutta M.

Allora M possiede un’unica struttura di Poisson la cui foliazione simplettica

¢ S(M).

Definizione 2.8 Se la foliazione simplettica S(M) di (M,P) é regolare,
cioé di rango p(x) costante, allora la varieta di Poisson M si dice regolare.

E possibile dotare la foliazione S(M) della varieth M di un sistema di
coordinate che dia una struttura canonica al bivettore di Poisson P, come
risulta dal seguente

Teorema 2.7 Sia (M,P) una varieta di Poisson n-dimensionale. Sia x¢ €
M e sia p(xg) = 2h. Allora il punto xq ha un intorno aperto U C M tale

24



che (U, P|y) ¢ Poisson-equivalente 7, tramite un’applicazione ¢, al prodotto
Y XN, dove X é una varieta simplettica 2h-dimensionale, ed N € una varieta
di Poisson di rango nullo nel punto ¢(xy). Inoltre, i fattori X ed N sono
unici a meno di un isomorfismo locale.

Quest’ultimo risultato fornisce lo spunto per chiarire ulteriormente il ruo-
lo delle funzioni di Casimir di un bivettore di Poisson. I differenziali di queste
funzioni sono, abbiamo detto, elementi di ker(Pdf), Vf € C*°(M). Questa
definizione ci consente di interpretare la varieta N del teorema 2.7 come la
varieta generata dai differenziali delle funzioni di Casimir per il bivettore P.
La varieta Y, invece, puo essere dotata di un sistema di coordinate di Dar-
bouz. In tal modo, se consideriamo la matrice P dei coefficienti del bivettore
di Poisson P, in un punto xq fissato, essa potra essere scritta nella seguente

forma a blocchi:
_( Jo O
po(40) 0zt

dove Jy e la consueta matrice simplettica

Jo = ( _?Ih ]15 ) (2.24)

In altri termini, I’annullatore, rispetto al bivettore di Poisson, della sotto-
varieta generata dai differenziali delle funzioni di Casimir e una sottovarieta
simplettica, che possiamo pensare generata dai campi vettoriali hamiltoniani
associati agli integrali primi del moto.

Queste osservazioni saranno riprese piu avanti nel caso delle varieta bi-
hamiltoniane. 11 risultato corrispondente al teorema 2.7 € noto sotto il nome
di teorema di Magri - Gel’fand - Zakharevich.

2.3 Fasci di strutture su una varieta

Abbiamo osservato come dotare di un bivettore di Poisson una varieta re-
golare comporti che questa sia naturalmente fogliettata in sottovarieta sim-
plettiche che abbiamo chiamato foglie simplettiche. Abbiamo anche visto che

"In modo del tutto analogo al caso dell’equivalenza simplettica, di cui abbiamo gia
parlato, due varieta si dicono Poisson-equivalenti se esiste un isomorfismo ¢ tra di loro
tale che la struttura di Poisson si conservi.
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la questione dell’integrabilita e riconducibile al problema dell’involutivita di
queste foglie.

Cosa avviene se alla varieta di Poisson e possibile associare un altra strut-
tura bivettoriale, “compatibile” con la prima? A questa legittima domanda
la risposta e abbastanza complessa. Ne parleremo piu diffusamente nel pros-
simo capitolo. Intanto cominciamo col considerare alcuni esempi basilari di
famiglie ad un parametro di strutture.

2.3.1 Fasci di matrici

Abbiamo gia osservato che un bivettore di Poisson P su una varieta di dimen-
sione finita ¢, in pratica, rappresentato da un tensore di tipo (2,0), P = (P%),
ovvero da una matrice quadrata il cui ordina uguaglia la dimensione della
varieta. Analoghe considerazioni valgono, naturalmente, per un fascio di bi-
vettori di Poisson, cioe per una famiglia ad un parametro di bivettori di tipo
P-)Q?2. E chiaro che una famiglia ad un parametro di bivettori e associa-
ta una famiglia ad una parametro di matrici. Ha senso, percio, indagare le
proprieta specifiche di quelli che vengono detti fasci di matrici.

Definizione 2.9 Date due matrici rettangolari A, B della stessa dimensione
m xXn e dato A € C, la matrice rettangolare A — AB ¢ detta fascio di matrici
generato da A e B.

Tra i fasci di matrici e possibile stabilire una relazione di equivalenza in
base alla seguente

Definizione 2.10 Due fasci di matrici rettangolari A—AB e A1 — B della
stessa dimensione m X n legati dalla relazione

con P e (Q matrici quadrate di ordine m ed n rispettivamente, non singolari
e costanti ? si dicono strettamente equivalenti.

Una prima distinzione tra i fasci di matrici si puo fare in virtu della

Definizione 2.11 Un fascio di matrici A — \B si dice regolare se

8Un “pencil’, in inglese.
9Cioe indipendenti da \.
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1. A e B sono matrici quadrate dello stesso ordine n
2. det(A — AB) non ¢ ovunque nullo.

In tutti gli altri casi il fascio si dice singolare.

Fu Weierstraf}, nel 1867, il primo a stabilire un criterio di equivalenza
stretta per fasci regolari, basato sulla teoria dei divisori, ed anche una forma
canonica per essi, ma fu Kronecker che piu tardi, nel 1890, investigo le corri-
spondenti proprieta nel caso dei fasci singolari. Per ulteriori dettagli si veda
il fondamentale, anche se assai datato [9].

Supponiamo, per il momento di avere un fascio singolare di matrici A—\B
avente rango massimo, cioe

rg(A — AB) = min(m, n). (2.26)
Vale, allora, il seguente

Teorema 2.8 (di riduzione di Kronecker) Supponiamo che il sistema omo-
geneo

(A—\B)z =0 (2.27)

ammetta soluzioni polinomiali. Consideriamo, tra tali soluzioni, quella di
grado minimo €, con e > 0. Allora il fascio A— A B ¢ strettamente equivalente
ad un fascio della forma

L. 0
< ‘ A_m) (2.28)
dove
-2 1 0 0
0O =X 1 ... 0
L. = : A € Mat(e, e + 1), (2.29)
o ... 0 —=Xx1

ed A — \B ¢ un nuovo fascio di matrici per il quale il sistema omogeneo
associato, analogo del (2.27), non possiede soluzioni polinomiali di grado
inferiore a €.
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La dimostrazione di questo teorema & contenuta in [9, vol.II, pag.30-34].
Il teorema fornisce un procedimento induttivo che permette di ridurre un
qualsiasi fascio di rango massimo ad una forma quasi-diagonale:

L., 0
: (2.30)

0 A, — B,

con 0 < g1 < g5 < ... < ¢gp, in modo tale che le colonne di A, — AB,
siano linearmente indipendenti. Se le righe di A, — AB,, sono linearmente
dipendenti, allora lo sono le colonne di ‘A, — \'B,, e quindi si potra operare
ancora su questo fascio trasposto, ottenendo infine la forma quasi-diagonale

Le, 0

P

‘L, (2.31)
tLTiq
0 AO — /\BO

conl<e <...<g,el0<n <..<n,, doveil blocco Ay — ABj ha tanto le
righe, quanto le colonne, linearmente indipendenti e rappresenta, pertanto,
un fascio regolare. I numeri ey, ...,,, M1, ..., N sono detti indici minimali del
fascio.

La forma canonica di Kronecker (2.31) si estende facilmente al caso di
fasci di matrici che non sono di rango massimo. In tal caso abbiamo il

Corollario 2.1 Sia A — AB un qualsiasi fascio singolare. Supponiamo che
1 s1stemt omogenei

(A=AB)x =0, ("A-XB)y=0

abbiano, rispettivamente o9 ed oo’ soluzioni costanti linearmente indipen-
denti. Allora il fascio € strettamente equivalente ad un fascio di forma
quasidiagonale

diag(0, Le,, s s Lo, Ly, ooy oo Ly, Ao — ABy) (2.32)

dove 0 indica la matrice nulla di ordine g x h.
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Chiaramente esistono altre possibili “forme canoniche” per un fascio di
matrici, differenti da quella del corollario 2.1, basate ancora sul procedimento
illustrato nel teorema 2.8. Torneremo su questo aspetto quando parleremo
dell’analisi geometrica di un fascio di bivettori, nel paragrafo 3.2.

Il nostro interesse e rivolto principalmente ai fasci singolari di matrici qua-
drate che, come vedremo in seguito, rappresentano fasci singolar: di bivettori
di Poisson.

2.3.2 Fasci di Poisson

Un esempio fondamentale che lega la teoria dei fasci singolari di matrici
e quella degli algebroidi di Lie e fornito dai fasci di strutture bivettoriali
definite su una varieta regolare M. Particolare attenzione meritano i gia
citati fasci di Poisson, termine che indica, in sostanza, una combinazione
lineare di bivettori di Poisson, ovvero di parentesi

{h={ r-M,h (2.33)
dove 5 5
ot = ij—. b
toh L Qi " oxk

e, analogamente

o, 0
L pik A Y
boh= B 8xj/\8xk‘

con Pljk e Pij coordinate, quindi, rispettivamente, dei bivettori P; e Py

rispetto alla base canonica =2 A aﬁk dello spazio dei bivettori.

OxJ
La proprieta che e necessario richiedere per un fascio di Poisson ¢ la

compatibilita tra le due strutture, cioe il fatto che la combinazione lineare

P, =P, - AP, (2.34)

rappresenti realmente per ogni valore di A\ un bivettore di Poisson.
Osserviamo che, per provare la compatibilita di due bivettori di Poisson
P, P, e sufficiente verificare che la loro parentesi di Schouten sia nulla:

[P1,P2] =0, (2.35)
infatti:

[Py — AP, Py — APy| = [Py, Py] — 2A[Py, Py + A2[P1, Py].  (2.36)

10Tn particolare, per A = 0 e "\ = 00” si riottengono le due strutture “base” P, e Pj.
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Definizione 2.12 Una varieta M dotata di due strutture di Poisson com-
patibili, cioé di un fascio di Poisson Py = Py — AP si dice bi-hamiltoniana.

Le foglie simplettiche Sy (M) indotte dal bivettore P definiscono un fascio
di foliazioni sulla varieta M, che sono le varieta integrali della famiglia ad un
parametro di campi vettoriali hamiltoniani indotti dal fascio ponendo

X, =Py(dh,-) (2.37)
cioe, in coordinate,
; 5. Oh
_ pijk
X =Pl

Nel caso finito-dimensionale, un fascio di Poisson risulta naturalmente
associato ad un fascio di matrici e, come gia abbiamo visto per le matrici,
anche in questo caso si puo aver a che fare con un fascio degenere, la qual
cosa talvolta si verifica anche se le strutture che lo generano sono entrambe
non degeneri. Si ha, percio, nucleo non banale, quindi, in pratica esistono,
in questo caso, funzioni di Casimir non banali per l'intero fascio.

Gli algebroidi di Lie possono essere riconsiderati in questo ambito ed
interpretati cone fasci di ancore. La questione e del tutto generale e puo ben
riassumersi nel seguente diagramma!!:

E

LAy N (2.38)
TM L mm

Si richiede che lapplicazione ~ sia un (iso)morfismo tra gli algebroidi F
e T*M, cioe una condizione di compatibilita o, come talvolta si dice, una
condizione di intrallacciamento, tra di loro. In alcuni casi, come in quello
che stiamo ora considerando delle varieta bi-hamiltoniane, questa compati-
bilita puo essere mostrata in modo esplicito, chiarendo anche quali siano le
strutture di parentesi associate agli algebroidi

E=T'M {f g}
1 Py (2.39)
M [Xf7Xg]

ovvero la parentesi indotta dal bivettore P, sul fibrato 7*M e I'usuale com-
mutatore tra campi vettoriali sul fibrato T'M. In generale, tuttavia, la
questione della compatibilita tra algebroidi resta aperta.

HTn effetti, volendo essere pilt precisi, in luogo di P occorrerebbe considerare
lisomorfismo indotto # (2.4).
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2.3.3 Tensori di Nijenhuis e varieta bi-hamiltoniane

Un altro caso in cui la compatibilita tra algebroidi e verificabile e quello
dei fasci di Nijenhuis. Per parlare di queste strutture occorre innanzi tutto
definire e spiegare il ruolo dei tensori di Nijenuis.

Definizione 2.13 Un campo di endomorfismi del fibrato tangente T'M di
tipo (1,1)

N:TM —TM (2.40)
di rango costante e con torsione nulla
T(N)=0 (2.41)
dove
T(N)(X,Y) " [NX,NY] - N[NX,V] - N[X,NY] + N2[X, Y], (2.42)
dove [, -] € lusuale commutatore di campi T M, si dice tensore di Nijenhuis.

Innanzi tutto, e vera la seguente

Proposizione 2.1 Siano P un bivettore di Poisson e N un tensore di Nije-
nhuis, definiti su una varieta differenziabile M. Supponiamo che

NoP-PoN*=0

R(P,N) = 0 (2.43)
dove R ¢é un tensore di rango tre 2, cosidefinito:
R(P,N)(a, X) ™ Lp,X —P o Ly(N*a) + P o Lnx(a). (2.44)
Allora, la composizione
P=NoP:T"M —TM (2.45)

e ancora un bivettore di Poisson.

12Un tensore, quindi, a tre indici.
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Grazie alla proposizione 2.1, la cui dimostrazione si puo trovare in [15,
app.B.3], possiamo costruire un algoritmo per generare strutture bi-hamilto-

niane, infatti, se P e N soddisfano la proprieta (2.43), allora, posto P = P,
e possibile iterare il procedimento:

Pi-{—l déf No Pz (246)
In tal modo si ottiene tutta una gerarchia di bivettori di Poisson. Inoltre,
e facile verificare che tutti i bivettori di tale gerarchia hanno parentesi di
Schouten nulla *3:

Questo risultato e sufficiente a garantire, come abbiamo visto, che dati due
qualsiasi bivettori della gerarchia P;, P;, allora il fascio ad un parametro

P, — AP,

¢, V), ancora un bivettore di Poisson'?.

Il ruolo dei tensori di Nijenhuis nell’ambito della teoria degli algebroidi
di Lie & una conseguenza delle considerazioni fatte finora. Consideriamo,
infatti, il fascio di tensori di Nijenhuis

N—-A:TM — TM. (2.48)
Data una struttura di Poisson P, consideriamo il diagramma
TM
N -\ | (2.49)
T™ «— T*M

Come abbiamo gia fatto nel caso dei fasci di Poisson, ci chiediamo quale sia,
in questo caso, la relazione di compatibilita tra i fibrati TM e T*M, intesi
come algebroidi di Lie. Se ci troviamo nelle ipotesi della proposizione 2.1,
osservando il diagramma

TM
N-A] " P—-)\P (2.50)
TM «— T*M

13In particolare, per i = j, la condizione si riduce alle ipotesi del teorema 2.2, ed & percio
gia contenuta nella tesi della proposizione 2.1.

4 Qvvero, due qualunque dei bivettori della gerarchia sono compatibili e, nei termini
della definizione 2.12, dotano la varieta M di una struttura bi-hamiltoniana.
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deduciamo che la compatibilita e garantita, in questo caso, dall’isomorfismo
#p_,p indotto da tutto il fascio di Poisson P — AP.

2.3.4 La riduzione di Marsden - Ratiu

Abbiamo gia osservato che una varieta di Poisson (M, P) e fogliettata in foglie
simplettiche, infatti la distribuzione caratteristica @ = {Pdf|f € C>(M)}
e integrabile, e le foglie integrali massimali S sono sottovarieta simplettiche.
Le funzioni di Casimir di P sono costanti su @.

Nel caso di una varieta bi-hamiltoniana (M, P), dove Py = Py — APy,
accanto alla distribuzione caratteristica

¢ = {Pdf|f € C*(M)} (2.51)
possiamo considerare la distribuzione
U = {Pydglg Casimir di P,}. (2.52)

La teoria della riduzione delle varieta bi-hamiltoniane € lo studio delle
relazioni che intercorrono tra queste due distribuzioni.

Lemma 2.1 La distribuzione W (2.52) ¢é integrabile.

Scegliamo una specifica foglia simplettica S della foliazione indotta da
P,. Sia F la foliazione indotta da ¥ su S, le cui foglie sono, pertanto, le
intersezioni di S con le foglie di ¥. Assumiamo che FE sia sufficientemente
regolare affinché esista e sia regolare lo spazio quoziente N = S/E. Sia
1 : .S — M limmersione canonica di S in M e sia 7 : S — N la proiezione
canonica di S su N.

Teorema 2.9 (di riduzione di Marsden - Ratiu) Lo spazio quoziente N =
S/E ¢ una varieta bi-hamiltoniana, sulla quale esiste un unico fascio di
Poisson ridotto, PY, tale che

{f,g} om ={F,G} 01 (2.53)
VF,G costanti su ¥, che estendano su M le funzioni f,qg di N.

Per le dimostrazioni del teorema e del precedente lemma si veda [6, parte
I1, pag.8].

In concreto, il fascio di Poisson ridotto P{’ si pud materialmente costruire
a partire dal fascio Py, utilizzando lo schema seguente:
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e Si sceglie un covettore v € TN, dove n € N.

e Si sceglie un punto s € S sulla fibra di n e costruiamo un covettore
vs € TY M tale che

< vy, 8 >=< ) dr(s)s >, Vs e T,S

< v, ¥ >=0.

La costruzione di vg prende il nome di “lifting” dei covettori da N ad
M. L’esistenza di questo covettore e garantita dal teorema 2.9.

e Si costruisce, a questo punto, il campo vettoriale (P )svs, associato al
covettore vy tramite il fascio di Poisson di M, nel punto s. E possibile
mostrare che (P)v, € TsS.

e Infine, si proietta questo campo vettoriale da S su N. Tale proiezione
e indipendente sia dalla scelta della particolare estensione vy, sia dal
punto s della fibra.

N

Questa proiezione & (PY), v,
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Capitolo 3

L’analisi geometrica
di Gel’fand - Zakharevich

Lo studio della geometria locale di una varieta bi-hamiltoniana e necessario
per comprendere cosa comporti 'integrabilita di un sistema a livello delle
strutture di Poisson di cui esso e dotato.

In questo ambito sara opportuno considerare in partenza strutture gia
ridotte, utilizzando ad esempio la tecnica di Marsden-Ratiu esposta nel ca-
pitolo precedente. In tal modo si puo dare una classificazione in modo assai
piu generale.

3.1 Lastruttura delle varieta bi-hamiltoniane

Il primo fatto notevole che emerge da questo studio ¢ la differenza sostanziale
tra il caso di varieta di Poisson di dimensione pari e di dimensione dispari.
Per le prime, infatti ¢ possibile operare una decomposizione della varieta in
prodotto di foglie bidimensionali, mentre, per le seconde, pur continuando
a valere tale decomposizione, esiste un’intera famiglia ad un parametro di
foglie simplettiche passanti per ciascun punto della varieta, per il fatto che
un bivettore di dimensione dispari non puo che essere degenere, a causa della
sua antisimmetria.
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3.1.1 1l caso di dimensione pari

Per trattare il caso di varieta di dimensione pari ¢ essenziale considerare,
benché esso sia elementare, il caso di dimensione due.

In dimensione due, anzitutto, ogni campo bivettoriale corrisponde ad una
struttura di Poisson. E lecito supporre che una tale struttura sia localmente
non degenere e quindi duale di una struttura simplettica. Scegliendo op-
portunamente un sistema di coordinate locali (z1,x2) in cui tale struttura
sia

dl’l N dl’g

si deduce che il bivettore di Poisson e
9,9
or; Oxy

Una seconda struttura di Poisson compatibile con questa puo essere scelta

nella forma

(3.1)

La considerazione notevole che rende non banale questo esempio bidimen-
sionale e che date due varieta bi-hamiltoniane M; ed M, si verifica facilmente
che il loro prodotto diretto M;® M, € ancora una varieta bi-hamiltoniana. Vi-
ceversa, una varieta bi-hamiltoniana si decompone in sottovarieta anch’esse
bi-hamiltoniane, come si evince dal seguente

Teorema 3.1 (di Turiel) Sia M una varieta bi-hamiltoniana di dimensione
2n e sia m € M. Siano Pyl e Pyl una coppia di bivettori in posizio-
ne generale. Allora, in un intorno di m ¢ possibile scegliere un sistema di
coordinate tale che i campi bivettoriali assumano la forma

9 [é)
Pl = 22:1 fk(IQk—17x2k)ax2k71 VAN Dron

k 3.3
P, = Zk:l gk(x%—bx%)axi_l A Bzan 33

Se oltre ai valori det due bivettori sono in posizione generale anche le loro
derivate calcolate nel punto m, allora

PlZZZ:1 0 A 52

Owap_1 Oy
P, = Zn T 0 A o] (3‘4>
2 k=1 2k—18$2k_1 Oz

pur di far corispondere al punto m valori x; tali che la seconda struttura non
degeneri del tutto.
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Questo teorema afferma, in particolare, che un sistema bi-hamiltoniano di
dimensione pari puo essere decomposto nel prodotto di sistemi bi-hamiltoniani
di dimensione due. In altre parole, ogni varieta bi-hamiltoniana di dimensio-
ne pari ¢ localmente isomorfa al prodotto di varieta bidimensionali del tipo
di quella discussa all’inizio del paragrafo.

Il semplice risultato di algebra lineare che si utilizza per provare il teorema
¢ il seguente

Lemma 3.1 Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione pari e siano o e (3
due forme bilineari antisimmetriche in posizione generale. Allora

V=@B,Vi a=@, B=D,05 (35)

dove «; e (3; sono forme bilineari antissmmetriche agenti entrambe su V; e
dimV; = 2.

La dimostrazione del teorema si fa, quindi, applicando il lemma allo spazio
V = T M e ai bivettori Py|,, ¢ Psl|,,, intesi semplicemente come forme
bilineari antisimmetriche. Per i dettagli si veda [10, app.3].

Sappiamo gia che, se (M, P) ¢ una varieta di Poisson ed m ¢ un suo punto
generico, allora esiste un’unica foglia simplettica passante per m. Inoltre, il
complemento ortogonale a questa foglia nel punto m coincide con il nucleo
del bivettore P|,, € A*T,, M, considerato come forma bilineare nello spazio
T M.

Nel caso delle varieta bi-hamiltoniane, queste asserzioni portano alla

Definizione 3.1 Chiameremo foglie simplettiche del fascio le foglie simplet-
tiche di ogni combinazione lineare Py — APy di due bivettori di Poisson.

3.1.2 1l caso di dimensione dispari

Nel caso di dimensione dispari e possibile effettuare la decomposizione in sot-
tospazi bidimensionali, esattamente come nel caso di dimensione pari. Dato
un punto della varieta esiste, tuttavia, una intera famiglia ad un parame-
tro di foglie simplettiche passanti per esso. Cio e conseguenza dell’esistenza
di un nucleo non banale unidimensionale per il bivettore!. Esiste, cio¢ una
famiglia ad un parametro di funzioni che costituiscono il Casimir del fascio.

I'Quando si parla di nucleo, il bivettore va sempre pensato in termini delle applicazioni
lineari costruite per saturazione parziale della parentesi di Poisson.
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Nel prossimo paragrafo vedremo che tale Casimir si puo costruire in for-
ma polinomiale. L’utilita di questo fatto risiede nella possibilita di trovare
una “forma canonica” per un fascio di bivettori di Poisson, in termini di un
sistema di coordinate assai speciale.

L’interpretazione astratta di queste affermazioni e stata data dai matema-
tici russi Gel’'fand e Zakharevich in [10] facendo ricorso ad un procedimento
di complessificazione e proiettivizzazione, che permette di interpretare il Ca-
simir come una inclusione di Veronese di P!C in P"C. Per avere maggiori
dettagli sulle questioni di geometria algebrica a cui abbiamo fatto cenno, si
puo consultare, ad esempio, [28].

3.2 L’analisi geometrica di un fascio di bivet-
tori

La costruzione del Casimir e la ricerca di una “forma canonica” sono state
oggetto di studio per Gel'fand e Zakharevich. I risultati, ottenuti nell’ambito
della teoria delle reti di Veronese, si trovano, come abbiamo detto, in [10],
oppure nei lavori di M. Rigal [26, 27].

In effetti, non e necessario introdurre alcun concetto supplementare di
geometria algebrica per ottenere questi risultati, che possono essere provati
facendo uso di un procedimento, definito da Magri analisi di Kronecker di
un fascio di Poisson.

3.2.1 Il teorema di Magri - Gel’fand - Zakharevich

Sia M una varieta bi-hamiltoniana di dimensione dispari 2n + 1. Sia mg
un punto di tale varieta dove il fascio di Poisson P, = Py — AP; ha rango
massimo p(mg) = 2n. Con cio si intende che almeno uno dei minori di ordine
2n che possono essere estratti dalla matrice che descrive il fascio di Poisson in
un qualunque sistema di coordinate locali, centrato in my sia diverso da zero.
Il rango si mantiene, dunque, costante in tutto un intorno €2 > mg. Poiché
il rango non e, tuttavia, globalmente costante su tutta la varieta M, tutte
le considerazioni che possono essere fatte in quest’ambito hanno carattere
esclusivamente [ocale.

Assumiamo, inoltre, che, in tutti i punti di €2, i nuclei unidimensionali dei
bivettori Py e Py, intesi come sottospazi vettoriali di T}, M siano distinti.
Pitt in generale, ammettiamo che, presi arbitrariamente n + 1 tensori del
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fascio, corrispondenti ai valori Ag, A1, ..., A, del parametro A, essi abbiano
nuclei unidimensionali distinti.
Chiameremo queste “condizioni di genericita” per il fascio Py.

Teorema 3.2 (di Magri - Gel’fand - Zakharevich) Sia (M, P ) una varieta
bi-hamiltoniana e sia mqo € M. Allora, in condizioni di genericita

1. 1l Casimir del fascio ¢ un polinomio di grado n in X,
H(\) =) H\"/ (3.6)
=0

t cut n+ 1 coefficienti sono funzioni regolari

H:Q—R (3.7)

2. Le funzionit H; sono in involuzione rispetto a tutte le parentesi di Pois-
son del fascio:

H,HY, =0 Vi,j=0,..n 3.8
J

Il polinomio che definisce il Casimir ¢ detto polinomio di Gel’fand - Za-
kharevich e i campi vettoriali hamiltoniani costruiti a partire dalle funzioni
H; generano una sottovarieta di M che prende il nome di anima del fascio
di Poisson?.

In linguaggio geometrico, il teorema 3.2 puo essere enunciato come un
teorema di esistenza di una foliazione lagrangiana delle foglie simplettiche
del fascio.

Per spiegare questa affermazione, cominciamo ad osservare che, per I'ipo-
tesi di genericita, le foglie simplettiche del fascio sono varieta 2n-dimensionali
di M. Consideriamo poi le superfici di livello dei coefficienti H; della fun-
zione di Casimir. Ogni superficie di livello e una varieta n-dimensionale di
M. Questa sottovarieta puo essere interpretata come l'intersezione, al varia-
re del parametro A di tutte le foglie simplettiche del fascio, passanti per il
punto myg, che stiamo considerando. Ciascuna di queste sottovarieta pren-
de il nome di “foglia dell’anima del fascio di Poisson”. Per costruzione, le
foglie dell’anima sono interamente contenute nelle foglie simplettiche del fa-
scio, essendo, appunto, le intersezioni di tali foglie. Per la condizione (3.8) di

2Questo termine compare per la prima volta in [26, pag.15].
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involutivita delle funzioni Hj, la forma simplettica wg, indotta dal bivettore
P, su una qualsiasi foglia simplettica, ristretta ad una foglia dell’anima, si
annulla identicamente.

Le foglie dell’anima sono, dunque, sottovarieta isotrope e massimali di
ogni foglia simplettica e percio definiscono una foliazione lagrangiana delle
foglie simplettiche del fascio.

Prima di procedere alla dimostrazione vera e propria del teorema 3.2, e
opportuno premettere la descrizione della seguente costruzione geometrica,
che fa comprendere come ad un fascio di Poisson sia associata una famiglia
di distribuzioni incapsulate.

Scegliamo una coppia qualsiasi di bivettori del fascio, visti come applica-
zioni lineari antisimmetriche dal fibrato cotangente al fibrato tangente: siano
essi P e P’'. La scelta di questi due campi tensoriali da luogo al seguente
schema:

<>

LycT:M 5 T,M> D,
Pl 1P (3.9)
C; CTuM <5 T:MSK,

Utilizzeremo una procedura ¢ iterativa.
Poniamo:

;" pry)

K; I annullatore di C; in ThnM

de
Din ™ P(K))
del
Ljy =

(3.10)

annullatore di  D;y; in 1) M

Con il termine annullatore intendiamo il sottospazio ortogonale rispetto
alla forma di dualita < -,- > tra T, M e Ty M.

Sia Ly “r * M. Attraverso lo schema (3.9) costruiamo le quattro suc-
cessioni di sottospazi Lj, C;, K;, D;.

Lemma 3.2 [ sottospazi C; e D; diT,, M verificano le relazioni di inclusione

CoDCiD...DC DCi+1 DI

@=DyCD;C..CD;C Dy C ... (3.11)
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Dimostrazione. Sappiamo che Ly D L, perche Ly = T;; M. Supponiamo di
aver dimostrato che L; D L;,q. Allora, C; D Ciyq e, per dualita, K; C K;+1
e, percio, anche D;,; C D, 5. Cio comporta che L;. 1 D L; 5. Iterando il
procedimento, il lemma & provato. [

Poiché stiamo lavorando su uno spazio di dimensione finita, le relazioni di
inclusione (3.11) comportano 'esistenza di un minimo intero r, detto indice
di Riesz del fascio, nel punto m € M considerato, tale che:

Or—i—l = Cr

b —p (3.12)

Supponiamo, a questo punto, di trovarci su una varieta M di dimensione
dispari, dimM = 2n + 1, dotata di un fascio di Poisson di rango massimo.
In questo caso, si possono dimostrare alcune ulteriori notevoli proprieta per
le distribuzioni incapsulate C; e D;:

Lemma 3.3 Sotto condizioni di genericita,

1. wvale la relazione di inclusione

DicDic..cD,=C,cC,_1C..CCy, (3.13)

2. dimC; =2n—3, Vj=0,..,n.
3. r=n.

Dimostrazione. Procediamo per induzione. Ammettiamo di aver dimo-
strato che

DycC..cD;jcC;cC..cCCy, (3.14)
e di aver dimostrato che

dimCy; = 2n — 1 [=0,..7.
Allora,
D; = P(K;), (3.15)

infatti, sappiamo che



e che
In generale, e vero che

infatti:
< P(Kj;),Lj >=— < K;,P(L;) >= - < K;,C; >=0.

Dunque, P(K;) ¢ annullato da L;, ed &, percid contenuto in D;. L’ipotesi
induttiva (3.14) implica che, per ogni vettore controvariante v € D, esiste
un vettore covariante «, tale che:

v = Pa.
Questo o appartiene necessariamente a K, in quanto:
0=<v,Lj >=<Pa,L; >=—<a,P(L;) >=—-<«o,C; >.

Con cio, la (3.15) & provata.
Ora, sia w la forma simplettica indotta sulle foglie dal bivettore P. Mo-
striamo che D; & il complemento w-ortogonale® di C; in Cp:

w(Dj,C;) = w(P(Kj),C)) =< K;,C; >=0
prova che C; C Dy . Allo stesso modo,
0= w(D;, D;) = w(P(K;), Dj) =< Kj, Dj >

prova l'inclusione opposta.

Vediamo che il sottospazio D; ¢ isotropo ed, analogamente, che il sot-
tospazio C; ¢ coisotropo in Cy. Cio segue dal fatto che D; C Cj, infatti,
questa inclusione implica che D; e contenuto nel suo w-ortogonale (proprieta
di isotropia) e, allo stesso tempo, C; contiene il suo w-ortogonale (proprieta
di coisotropia).

Da quanto detto, segue che

dimD; = 2n — dimC; = j.

3Indicheremo la relazione di ortogonalitd rispetto alla forma simplettica w con il
consueto apice L.
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Ora, concludiamo la dimostrazione del lemma, provando che
Dji1 € Cin

e che dimCj 1 =2n —j — 1.
Intanto, D;; C C;_, infatti:

< Dj+1,Kj_1 >=< P/(Kj),Kj_l >=—< Kj,Dj >=0,

perche C; O D; implica che K; C L;. Inoltre, D;;; C C;. Per dimostrare
questa affermazione, notiamo che possiamo scrivere:

Kj:Kj,1@<Oéj> ajGKj\Kj,l,
da cui:
DjJrl = D]@ < dj+1 > dj+1 = P/Oéj.
Basta mostrare che d;;; € C}, la qual cosa ¢ subito vista:
w(dji1, Dj) = w(djyr, P(Kj)) = w(djir, P(K; — 1)) + w(dji1, Poy) =

=< dj_|_1, Kj—l >+ < dj+1,0éj >=< P/Oéj,Oéj >= (.
(3.16)

Abbiamo, ancora, che D; C Cj:
< Dj,Kj+1 >=< P(Kj),Kj+1 >=— < Kj,P(Kj+1 >=—< Kj,Dj+1 >=0,

essendo Dj; 1 C C].
Per provare la nostra tesi, adesso ¢ sufficiente mostrare che d; 1 € Cj41:
per assurdo, supponiamo che d;;; ¢ C;41. Poiche d;1 € C;, posso scrivere:

Cj = Cj+1@ < dj+1 > .
Allora,
w(Cj,dj1) = w(Cj41,djr1) +0=0

per la coisotropia di Cj4;. Questa identita implica che d;1; € D; C Cj1q, e
contraddice, pertanto, la nostra ipotesi.

Infine, poiche D;;; C Cy, allora abbiamo L;; D Ky, e percio dimCj 1, =
dimLjy —1=2n—-35—-1. O

L’onerosa dimostrazione del lemma 3.3 ci conduce alla
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Dimostrazione del teorema 3.2. I sottospazi C; e D; di T,,, M sono
distribuzioni integrabili, infatti si vede facilmente che, ciascuno di essi € una
sottoalgebra della distribuzione caratteristica, rispettivamente, di P e di P’ e
I'integrabilita segue, pertanto, dal teorema 2.4.

Consideriamo ora i due bivettori P; e Py. Osserviamo che Cy ¢ la distri-
buzione caratteristica del bivettore P e, percio, K e il sottospazio unidimen-
sionale generato dai differenziali delle funzioni di Casimir per tale bivettore®.
La (3.9) fornisce, allora, un procedimento iterativo che, partendo dal Casimir
Hj della prima struttura P, permette di costruire via via esattamente gli n
coefficienti del polinomio (3.6) attraverso il seguente schema, detto ricorrenza
di Lenard:

0= P.idH,
P,dd, = P,dH,
: (3.17)
P,dHd, , = P.dH,
PydH, = 0

In particolare, quindi, H,, ¢ Casimir di Py. [J

E evidente che lo schema (3.17), cosi come & scritto, non & costruttivo.
Per renderlo tale, nella pratica, si opera nel modo seguente: ’applicazione di
un bivettore, ad esempio P», ad una 1-forma « fornisce un campo vettoriale
X. Nel caso del teorema precedente, questo campo X genera una foglia
simplettica dell’anima, ossia una foglia simplettica per entrambi i bivettori
del fascio. Consideriamo la forma simplettica indotta dal bivettore P;. Sia
essa wi: per ottenere la 1-forma successiva nella ricorrenza di Lenard basta,
a questo punto, applicare la forma simplettica indotta w; al campo vettoriale
X.

3.2.2 La forma canonica di Darboux - Kronecker

Abbiamo appena visto come e possibile determinare concretamente i coeffi-
cienti del polinomio di Gel'fand - Zakharevich (3.6). Tali coefficienti sono,
in particolare, funzioni delle variabili dinamiche, per costruzione in involu-
zione e funzionalmente indipendenti. Proprio quest’ultima proprieta sugge-
risce di interpretare le H; come un nuovo sistema di coordinate che para-

4Ricordiamo che le funzioni di Casimir generano un sottospazio di dimensione 1, perche
il fascio ha, per ipotesi, rango massimo.
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metrizzi la varieta. Naturalmente, c¢’e¢ bisogno di trovare altre n coordina-
te che completino il sistema. Fortunatamente, cio si puo fare in un modo
“standard”.

In questi termini, possiamo dire che il teorema 3.2 ¢ “completato” dal
seguente risultato, che stabilisce una forma canonica per i fasci di bivettori
di Poisson.

Teorema 3.3 Nelle ipotesi del teorema 3.2, esistono n funzioni
K,:Q—R i1=1,...,n, (3.18)

formanti, insieme ai coefficienti H; del polinomio di Gel’fand - Zakharevich,
un sistema di coordinate locali su §2, che risultano in involuzione rispetto a
tutte le parentesi di Poisson del fascio:

{Ki,K;}x=0 Vi,j=1,..n, (3.19)

e tali che le sole parentesi di Poisson non nulle con le funzioni H; sono date
da

{Hj, Kjjx= A

{Hj1, Kijx = —1 (3.20)

Dimostrazione. Per trovare le coordinate K;, basta considerare una 1-
forma esatta o € L,_1 \ L,,. Sia a = dK;. Come nel caso del polinomio di
Gel’fand - Zakharevich, scriviamo una relazione di ricorrenza di Lenard:

PidK; = PydK,
: (3.21)
PdK,1 = PqidK,

Per costruzione, le K; sono in involuzione tra loro e verificano la (3.20). O

In pratica, dai teoremi 3.2 e 3.3, si evince che esistono due catene accop-
piate costruite con un procedimento ricorsivo. Una e costituita dai coefficienti
H; del polinomio che descrive il Casimir del fascio, 'altra dalle funzioni Kj,
coniugate a tali coefficienti. Queste nuove coordinate costituiscono un si-
stema che richiama, assai da vicino, le coordinate di Darboux (1.28) di una
varieta simplettica.
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Dalla (3.20), deduciamo che la matrice che, in questo nuovo sistema di
coordinate, rappresenta il fascio di Poisson P, ha la forma:

0 -'L,
L. 0 € Mat(2n + 1) (3.22)
dove®
- 1 0 0
0O =X 1 ... 0
L.=| . [ € Mat(n,n + 1), (3.23)
o ... 0 —=Xx1

mentre i blocchi nulli sono entrambi quadrati, ed hanno ordine, rispettiva-
mente n + 1 ed n.

°Si tratta esattamente della matrice (2.29) a cui abbiamo fatto riferimento nel paragrafo
2.3.1.
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Capitolo 4
Esempi di sistemi integrabili

Nell’ambito della teoria dei sistemi bi-hamiltoniani esistono numerosi esempi
di grande rilievo. Tra di essi spiccano per importanza il reticolo di Toda e
I’equazione di Korteweg - De Vries. Questi due sistemi hanno avuto un ruolo
fondamentale nello sviluppo di numerose aree della Fisica Matematica.

Il reticolo di Toda e gli altri sistemi su reticolo presentano in partenza
una struttura hamiltoniana secodo i canoni classici ai quali siamo abituati.
L’equazione di Korteweg - De Vries, prototipo dei problemi non lineari di evo-
luzione & un sistema dinamico hamiltoniano (in effetti anche bi-hamiltoniano)
con infiniti gradi di liberta ed ¢ di norma trattata nell’ambito della teoria
dello Scattering Inverso. In realta, pero, questo sistema nasconde al suo inter-
no sistemi finito dimensionali, costruibili con il metodo dei flussi stazionari,
trattabili, pertanto, nell’ambito della teoria dei fasci di Poisson.

4.1 1l reticolo di Toda

Il reticolo di Toda e un sistema di particelle allineate con interazione espo-
nenziale tra i “primi vicini”. Un sistema di questo tipo, con un numero
infinito di particelle, fu considerato per la prima volta da Toda nel 1967.
Egli scopri che in questo reticolo anarmonico onde non lineari si propagano
senza dispersione di energia.

Il caso di un numero finito di particelle differisce per molti aspetti da
quello inizialmente trattato da Toda. Anzitutto, va distinto il reticolo non
periodico di N particelle sulla retta, dove esistono concretamente una prima
ed un’ultima particella, dal reticolo periodico, nel quale la prima e I'ultima
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particella interagiscono come se fossero vicine, ovvero, come se in effetti tutte
le particelle fossero vincolate a stare su una circonferenza.

Nel 1974 Hénon trovo N integrali primi per un reticolo di N particelle
e, nello stesso anno, Flaschka e Manakov ne mostrarono l'involutivita, pro-
vandone in tal modo la completa integrabilita. Poco dopo, nel 1975, Moser,
Kac e van Moerbeke mostrarono che nel reticolo non periodico le quantita
exp(g;(t)), dove g; rappresenta la posizione della j-esima particella, sono fun-
zioni razionali delle exp(Ait) dove A, € il momento asintotico della k-esima
particella per t — oo. Nel 1976 Bogoyavlensky mostro la relazione esistente
tra il reticolo di Toda e I’algebra di Lie sl(/V,R) delle matrici N x N a trac-
cia nulla, introducendo i reticoli di Toda generalizzati a partire da sistemi di
radici di Algebre di Lie semplici. Nel 1979 Olshanetsky, Perelomov e Kon-
stant usarono i metodi della teoria dei gruppi per integrare esplicitamente
le equazioni del moto nel caso non periodico. Nello stesso anno Kostant e
Adler mostrarono che il reticolo non periodico e simplettomorfo ad un’orbita
aggiunta del gruppo delle matrici triangolari. Il reticolo periodico € ancora
integrabile, ma, a differenza di quello non periodico, non e asintoticamente
libero. Nel 1975 Kac e van Moerbeke ne ridussero alle quadrature le equa-
zioni del moto. Infine, nel 1976 Krichever integro esplicitamente il sistema in
termini delle funzioni theta, utilizzando i metodi della geometria algebrica.

4.1.1 Equazioni del reticolo di Toda

Il reticolo di Toda periodico ¢ un sistema di N masse costituenti quella che
talvolta viene definita una catena esponenziale. Nel caso periodico possiamo
pensare queste masse situate su una circonferenza in modo tale che tra la
prima e 'ultima sussista la medesima relazione che si ha per qualsiasi altra
coppia. Il reticolo aperiodico finito presenta invece le masse disposte su una
retta e ancora interagenti soltanto con le prime vicine, tranne la prima e
I'ultima che restano [ibere. Le equazioni della dinamica del reticolo di Toda
si scrivono solitamente nella forma seguente:

¢ = exp(qjr1 — ¢;) — exp(q; — ¢j—1) (4.1)

con 1 < j < N, prese (mod N) nel caso periodico e con g = 400, xy11 = —00
nel caso aperiodico finito. Ponendo p = ¢ otteniamo:

pj = exp(gj1 — 45) — exp(g; — ;1) (4.2)
4; = Pj
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In termini delle nuove coordinate®
bj = p;

a; = exp(gj1 — ;)

riscriviamo le equazioni come:

bj = CLj — CLj_l
Cij = CLj (bj—i-l — bj)

4.1.2 La struttura bi-hamiltoniana

(4.3)

Una delle caratteristiche fondamentali del reticolo di Toda e di possedere,
tanto nel caso aperiodico finito quanto in quello periodico, una struttu-
ra bi-hamiltoniana. Cio significa che le equazioni del moto possono essere
interpretate come flussi hamiltoniani relativi a due differenti parentesi di

Poisson.

Nel caso periodico, la prima parentesi e lineare e puo essere scritta, in

termini delle funzioni coordinate, nel modo seguente?:

{bi+1,az‘}1 = —{bz‘,az‘}l = a,
ovvero in termini della struttura bivettoriale

5 O 0
pik
Pl_f@ ok

— (1 N .N+1 2N\ _
conz = (z, ..,z " V) = (by,...,bn, a1, ...,ay) € con
—ag an
0 aq
anN—-1 —an
Pl -
ay —ag
—aN—1 0
—an an

!Questa parametrizzazione ¢ tratta da [30].

(4.4)

(4.5)

2Qui e, piltl avanti, per 'altra struttura sono scritte le sole parentesi non ovunque nulle.
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Le equazioni (4.3) si ottengono come flusso rispetto all’Hamiltoniana

ne () as

=1

La seconda struttura, sempre in termini di queste coordinate e data dalle
parentesi

{bi+1> bi}?. = a,
{bi+1> ai}Z = bit104
{bi, ai}2 = —ba;

{ai—f—b ai}? = A;410G4

(4.7)

cioe dal bivettore P, le cui coordinate sono esprimibili per mezzo della
matrice

0 —aq ayn —bray bian

a1 . . baaq
—aN-—1 ‘
P = —an an—_1 0 byan_1 —bnyan

2 biai —boay 0 —aga1 ajayn

asal
—byan-—1 K - —aNan-1
—blaN bNaN —aj1anN aNanN_—1 0

(4.8)

A differenza della prima, questa seconda struttura di Poisson e quadratica,
come risulta, evidentemente gia dalle (4.7). Si puo notare che il bivettore P
si ottiene, in effetti per deformazione lineare del bivettore Ps. E immediato
verificare, infatti, che Py(b; + u, a;) = Pao(b;, a;) + pP1(b;, a;). Le equazioni
(4.3) si ritrovano considerando per il sistema la nuova Hamiltoniana

Hy =) b (4.9)

Nel caso aperiodico le due strutture di Poisson continuano ad essere valide,
pur di tenere a mente che ogni qual volta compare ay nella trattazione, esso
in realta altro non e che una quantita identicamente nulla.
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4.1.3 Le funzioni di Casimir e le differenze tra caso
periodico e aperiodico

Le strutture di Poisson del Toda altro non sono, come abbiamo visto, che
matrici di ordine finito. In particolare, nel caso periodico abbiamo a che fare
con due matrici di ordine 2N, mentre nel caso aperiodico finito possiamo gia
considerare strutture ridotte rappresentate da matrici di ordine 2N — 1, dato
che entrambe le matrici presentano blocchi di ordine 2N — 1 orlati da una
colonna a destra e da una riga in basso composte di tutti e soli zeri.

Nel caso periodico & opportuno notare che entrambe le strutture di Pois-
son sono degeneri, come risulta subito calcolando i determinanti delle due
matrici P; e P, quindi hanno nucleo non banale, cioe esistono funzioni di
Casimir non costanti tanto per la prima, quanto per la seconda parentesi. [
nuclei, e quindi i Casimir si possono calcolare esplicitamente risolvendo i si-
stemi omogenei associati alle due matrici. Questi sistemi omogenei altro non
sono che sistemi di 2N equazioni alle differenze, non tutte, evidentemente,
indipendenti:

a;j(vj = vj41) =0
;W5 — Qj41W541 = 0 (410)
1<j<N, N+1=1

per Py e
Aj—1Vj—1 — AjVj41 + aj_lbjwj_l — ajbjwj =0
a;bjv; — a;bjp1vj — a;a50 w50+ a0 1w =0 (4.11)
1<j<N, N+1=1

ocC

per Py dove, dette C' le funzioni di Casimir cercate, si ¢ posto v; = 5= e
J

oc
Oaj*
Da queste equazioni si vede che i nuclei di entrambi i bivettori sono

bidimensionali e, in particolare, si nota immediatamente che il vettore

analogamente w; =

Nvolte
—~
(1,...,1,0,...,0)
appartiene a ker Py e quindi che la seconda Hamiltoniana (4.9) & funzione di
Casimir per il bivettore P;. Inoltre, si deduce che ker P;Nker Ps, ¢ sottospazio
non vuoto del fibrato T M, unidimensionale, generato dal vettore

Nvolte



Cio ci permette di stabilire che Z;VZI Ina;, ovvero In vazl a; ¢ funzione di
Casimir per entrambe le strutture. Purtroppo non ¢ affatto facile determinare
esplicitamente il secondo Casimir di P», almeno nel caso generale?.

Se, invece di prendere i bivettori ciascuno separatamente, consideriamo
tutto il fascio Py — AP; e ne studiamo il nucleo, il che vuol dire, lavorando
in pratica sulle matrici, calcolare ker(P, — APy), vediamo che esso appare
generato da due vettori linearmente indipendenti, uno dei quali non e fun-
zione del parametro . L’altro vettore e, invece proprio il polinomio di grado
N —1 predetto dalla teoria di Gel’fand e Zakharevich 4. Una determinazione
esplicita dei coefficienti di questo polinomio € cosa assai ardua nella prati-
ca, nonostante nella teoria esso sia semplicemente la soluzione di un sistema
omogeneo.

Il caso del reticolo aperiodico finito differisce da quello ora trattato innan-
zi tutto per il fatto che i bivettori di Poisson risultano entrambi gia ridotti,
cioe rappresentati entrambi da matrici di ordine 2N — 1. Le equazioni alle
differenze scritte nel caso periodico, tuttavia, non possono piu essere valide
V7, infatti, si verifica un’evidente asimmetria formale tra le equazioni “estre-
me” 5 e quelle “centrali”. In questo caso, si vede facilmente che entrambi
i nuclei sono unidimensionali 6. Per il bivettore P si vede che la seconda
Hamiltoniana (4.6) & ancora una funzione di Casimir. Anche nel caso aperio-
dico, possiamo calcolare direttamente il nucleo del fascio. Ora, tuttavia, non
avremo piu un oggetto bidimensionale, ma otterremo pitt semplicemente un
polinomio di grado N —1, quello, appunto di Gel’fand - Zakharevich. Ancora
una volta, tuttavia, il calcolo si presenta quanto mai arduo.

Esiste, tuttavia, una strada diversa per calcolare il polinomio di Gel’fand
- Zakharevich che coinvolge un ulteriore aspetto del reticolo di Toda, la sua
rappresentazione di Lazx. Tale strada sara proposta nel prossimo paragrafo.

3La cosa ¢ invece chiaramente fattibile quando si considerano sistemi di Toda con un
numero molto limitato di particelle.

4In questo caso, benché a priori lo spazio delle fasi appaia di dimensione pari, cioe 2N,
si potrebbe in teoria quozientare il fascio di Poisson rispetto al Casimir comune riducendo
di 1 la dimensione. Questo procedimento risulta, tuttavia, come ¢ evidente dai risultati,
superfluo nella pratica.

5Quelle che nel caso periodico riguardavano le quantita ax che qui non figurano pit.

6Era, in effetti facilmente prevedibile che il Casimir comune del caso periodico e conte-
nente sotto forma di fattori tutte le a; (compresa ay ) fosse, in questo caso, inevitabilmente
degenere.
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4.1.4 La rappresentazione di Lax ed il suo legame con
i Casimir del fascio

Come abbiamo in precedenza accennato, e possibile riscrivere le equazioni
della dinamica del reticolo di Toda in termini del commutatore di due matrici,
cioe, come anche talvolta si dice, rappresentarle in coppia di Lax

L =1[L, M|

Questa rappresentazione e utile, come sappiamo, al fine di determinare le
costanti del moto considerando, a tale scopo, gli autovalor: della matrice di
Lax L oppure i suoi invarianti simmetrici, o ancora, come spesso si fa, le
tracce delle sue potenze 7. Nel presente caso del reticolo di Toda la matrice
di Lax puo essere scritta cosi:

bl aq 1
[ (4.12)
o an—
an 1 bN
nel caso periodico e
b1 aq 0
=t (4.13)
R an—1
0 1 by

nel caso aperiodico finito. La matrice M in coppia con essa puo essere scelta
della forma

M = . (4.14)

"Tradizionalmente queste quantitd appaiono opportunamente normalizzate.
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nel caso periodico e

by 0
1 -

M= o (4.15)
0 1 by

nel caso aperiodico finito 8. Le quantitd conservate si deducono, quindi, in
modo esplicito. In particolare si vede immediatamente che la traccia della
matrice di Lax risulta essere in entrambi i casi la somma delle b;, cioe proprio
la funzione di Hamilton H; (4.9) per la struttura di Poisson Ps, che abbiamo
riscontrato essere anche Casimir per la struttura P;. Inoltre, calcolando la
traccia del quadrato della medesima matrice, si ottiene I’Hamiltoniana Ho
(4.6) della struttura P;. Le tracce delle potenze successive forniscono un set
di integrali del moto che risultano in involuzione rispetto a tutto il fascio
di Poisson, come si vede dal calcolo diretto, e che sono, percio, in numero
sufficiente a garantire I'integrabilita del sistema.

E abbastanza naturale chiedersi, a questo punto, quale legame sussista
tra le quantita conservate ottenute attraverso la deformazione isospettrale di
Lax ed i coefficienti del polinomio di Gel’fand - Zakharevich. Cominciamo
col considerare il problema spettrale per la matrice di Lax:

LuY) = \ul) (4.16)
ed il suo aggiunto ?
LY = \al (4.17)
Differenziando il problema (4.16) otteniamo
dLu" + Ldu® = d\;u? + \;du)
cioe
(L — \))du") + dLu = d\u")

. Moltiplichiamo a sinistra, usando la forma di dualita, per gli autovettori
@) del problema aggiunto (4.17) e otteniamo:

(a9 (L — )\j)du(j)> + (a(j),dLu(j)> — w(j)’ )\ju(j)>

8In questo secondo caso, tanto L quanto M sono matrici molto particolari, dette
rispettivamente tri-diagonali e bi-diagonali.
9A volte gli autovettori @) del problema aggiunto sono detti autovettori sinistri.
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e, quindi, poiché il primo addendo & nullo '°, abbiamo:

_ (a(j),dLu(j)>

Se L = L(xy), allora

e percio si ha, in definitiva:

o\ <u(a) 6 (J)> (419)
Questo procedimento permette di ottenere i gradienti degli autovalori, e quin-
di, integrando, gli autovalori stessi, in termini degli autovettori della matrice
di Lax. Di notevole interesse ¢ il legame tra questi autovalori e la struttura

bi-hamiltoniana del sistema di Toda che appare nella sorprendente

Proposizione 4.1 Sia L la matrice di Lax del sistema di Toda e siano A;
autovalori simultanei del problema spettrale (4.16) e del problema spettrale
aggiunto (4.17). Allora

dove (\J\j)k = 27’\2.
Dimostrazione. Nel caso del reticolo di Toda, la matrice di Lax ha la forma

(4.12) oppure (4.13). Cio permette di calcolare in modo esplicito i gradienti
degli autovalori. Dalla (4.19) segue che

gz\ _ u,(j)ul(f)'
o, (@) 70

Dar = uyy, Uy

e quindi basta verificare che:

ulﬂl /\julﬂl

p0 | wvin | _ p0 AjuNtN
2 UQ'Ebl 1 )\jUgﬂl
ulﬁN )\julﬁN

07 =3 Nul) @ al),
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dove I’apice (1) indica I'l-esima riga di ciascuna matrice. La verifica di questa
uguaglianza ¢ immediata se si tiene presente che gli u") e gli ;) sono auto-
vettori rispettivamente del problema spettrale (4.16) e del problema spettrale
aggiunto (4.17), entrambi con autovalore A;. O

Questo risultato comporta, quindi

Pys7 Aj = AP A

e, in generale

BY My =P) Mgy
- .

J
per 0 < k < N — 2, e quindi, ponendo

Tr(L*
I, = r(L7) (4.21)
k
si puo scrivere la relazione di ricorrenza
PQVIk :PIVIIH—I (422)
per 0 < k < N — 1. In particolare, essendo
s
PQ%:V)\jJ =PvAN=PvhL=0
abbiamo
PyyTr(InL) = Pys7In(det L) =0 (4.23)

il ché equivale a dire
Py det L = 0. (4.24)

In tal modo, abbiamo trovato che det L ¢ funzione di Casimir per la
seconda struttura Ps.

Questo schema ricorsivo ricorda molto da vicino quello che si ottiene a par-
tire dal polinomio di Gel’fand - Zakharevich. Sia esso H(\) = Zjvzl H NI,
Poiché

(P2 = AP) 7 H(A) =0

1E bene tenere a mente che non sussiste, benché la forma possa trarre in inganno,
alcuna relazione tra gli autovalori della matrice di Lax ed il parametro A\ del fascio di
Poisson.
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segue che
Py H(N) = AP, v H(A)

e quindi, per il principio d’identita dei polinomi

Py7 Hy =0

0=P v H

L’idea naturale e quindi quella di mettere in relazione i due schemi iterativi,
osservando pero che la ricorrenza definita per gli integrali primi originati
dalla matrice di Lax, a differenza di quella definita sul polinomio di Gel’fand
- Zakharevich, non si tronca mai. Una via per fare cio e ricercare il Casimir
del fascio sotto forma di serie di Laurent e imporre, quindi, che

—
—AP)Y F= (4.26)
k=1
E subito visto che equazione (4.26) ¢ verificata con g, = M = V.
D’altra parte, per il teorema di Cayley - Hamilton possiamo scrlvere
IN e LN+ +en=0 (4.27)
con ¢y = (—1)" det L, e percio, passando alle tracce,
NIN + (N — 1)01[]\[,1 + ... +CN71[1 +NCN =0
12 cioe N
N
> chﬂN—j = (=1)"det L
§=0
con ¢y = 1, e quindi, per i gradienti,
NN i
gN + Z TngN,j = (—1)N+1 \V/ det L (428)

J=1

R2Infatti Trly = N.
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D’altra parte, essendo il Casimir di P; non banale, la successione dei coeffi-
cienti g non puo essere unica. Ponendo dunque:

r—1
gr =gr+ Z Q5Gr—j
j=1

vediamo che scegliendo i coefficienti

N —j
o = N c;
otteniamo
gy =y det L
e quindi
Pygn =0

Moltiplicando per AV la serie di Laurent
N
> A
j=1
ora costruita, abbiamo un polinomio di grado N — 1:
N
> giAN (4.29)
j=1

che e esso stesso gradiente di una funzione di Casimir per il fascio. Integran-
do, quindi, i coefficienti g;, otteniamo ancora un polinomio, che ¢ proprio il
polinomio di Gel'fand - Zakharevich H(A).

4.1.5 1l caso del reticolo periodico a tre particelle

Per il reticolo periodico a tre particelle e possibile fare esplicitamente tutti i
calcoli. In particolare, grazie alla costruzione proposta nel paragrafo prece-
dente, le funzioni che costituiscono i coefficienti del polinomio di Gel’fand -
Zakharevich si possono costruire a partire dalla rappresentazione di Lax del
sistema.
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Sappiamo gia che, per il reticolo periodico a tre particelle, una rappre-
sentazione di Lax puo essere ottenuta in termini della matrice

b1 aq 1
L= 1 bg a9 (430)
as 1 b3

E immediato calcolare le tracce delle potenze di questa matrice L:

TTL:b1+bQ+b3

TrL* =03+ b3+ b2 + 2a; + 2as + 2a3 (4.31)
mentre
det L = ajasas + bybabs — a1bs — ash; — asby + 1. (4.32)
Poniamo
g =vIrL
go = IrL?.

Il teorema di Cayley - Hamilton ci permette di scrivere la relazione
L3+ L? + oL =det L

dove
cp = -—TrL.

Scriviamo i gradienti g; dei coefficienti del polinomio di Gel'fand - Zakhare-
vich:

g =
g2 = g2 + 11

dove

2

o =-cp=—-17rL,

3 3

quindi
§1 = VTT'L

2
Go = yTrL? — gTrL v TrL

e, infine, per costruzione

gg = Vdet L.
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Il polinomio di Gel'fand - Zakharevich, i cui coefficienti sono ottenibili,
come abbiamo detto, integrando le funzioni g;, ¢

dove

H1 :TTL:b1+bg+b3
2 2 2
Hy = TTQLQ - (TT3L)2 = b1+b62+b3 + %(5152 + bobs + 5351) + a1 +as + as

H3 =det L = a1a9a3 + blbgbg — a163 — a2b1 — agbg + 1.

(4.34)

Possiamo, a questo punto, scrivere esplicitamente la catena costruita a
partire dai coefficienti del polinomio di Gel'fand - Zakharevich!3:

H 20
P;
N
H, 2 X
Py
N (4.35)
H, By
Py
N\
0

I campi vettoriali hamiltoniani X e Y generano 1’anima del fascio di Pois-
son Po—AP;. Essi generano, cioe, I'intersezione di tutte le foglie simplettiche,
al variare del parametro A. Rispetto alla base (aibl’ 8%2, 8%3, 8%1, %, 8%3), il

campo X ha coordinate

as — ap

ap — az

az — as
buay — by, (4.36)
62&2 — b3a2
b3CL3 - b1a3

BRicordiamo che una funzione f ¢ mappata da un bivettore di Poisson P nel campo
vettoriale hamiltoniano Pdf. La catena scritta qui di seguito va pertanto intesa in questi
termini.
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mentre, per il campo Y, abbiamo

bsa; — baas
bias — bsay
braz — bras

(4.37)

b2b3a1 — b1b3a1 + asa); — a1a9
bgblag — bgblag + a1a9 — Ao03
bleCLg — bgbg&g + asas — asaq

4.2 L’equazione di Korteweg - De Vries

L’equazione di Kortweg - De Vries € a ragione considerata il prototipo di
tutti i problemi di evoluzione non lineari conservativi.
Kortaweg e De Vries ricavarono la loro equazione,

Up = Ugpy + OUU, (4.38)

dove, come al solito, u; = % e analogamente u, = %, nel 1895, per chiudere
il dibattito apertosi nel 1844, quando il naturalista e ingegnere navale Russell
espose in una famosa relazione dal titolo Report on waves i risultati di un
esperimento da lui stesso condotto una decina d’anni prima. Egli aveva os-
servato le onde provocate da una chiatta che si era improvvisamente fermata
mentre percorreva un canale poco profondo. Aveva notato, in particolare, la
presenza di “onde solitarie”, lunghe una trentina di piedi e alte circa uno,
propagarsi nel canale mantenendo per oltre un miglio la forma e la velocita di
circa otto miglia 1'ora. Russell, evidentemente affascinato da questo curioso
fenomeno, fece, in seguito, ulteriori esperimenti in una vasca da lui stesso
progettata, con l'obiettivo di derivare una formula esatta che legasse velocita
e ampiezza di queste onde. Secondo i calcoli di Airy e Stokes, tuttavia, non
potevano esistere onde la cui forma e velocita si mantenessero cosi a lungo
come affermava Russell. Solo piu tardi, i lavori di Boussinesq del 1872, di
Rayleigh del 1876, ed infine ’articolo di Korteweg e De Vries On the change
of form of long wave advancing in a rectangular canal, and on a new type of
long stationary waves, apparso, come abbiamo detto, solo nel 1895, sottoli-
nearono gli errori commessi da Airy e Stokes nella loro analisi ed affermarono
la correttezza delle conclusioni di Russell.

Negli anni 1954-55, a Los Alamos, esperimenti numerici apparentemente
innocui condotti sul computer MANIAC da Fermi, Pasta e Ulam mostraro-
no l'esistenza di sorprendenti soluzioni quasi-periodiche per un sitema non
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lineare di equazioni discrete. Una decina di anni piu tardi, Kruskal e Za-
busky mostrarono che il limite continuo di alcune soluzioni delle equazioni
di Fermi - Pasta - Ulam sono esprimibili in termini delle soluzioni dell’e-
quazione (4.38). Studiando il problema iniziale per la (4.38), scoprirono,
inoltre, notevoli somiglianze tra le caratteristiche delle soluzioni, ottenute
numericamente, di questa equazione e quelle del sistema di Fermi - Pasta -
Ulam. Queste soluzioni dal comportamento tanto notevole presero il nome
di soluzioni solitoniche o solitoni.

A partire dal lavoro di Kruskal e Zabusky fu messa in luce una ricca e
complessa fenomenologia, ampiamente descritta in quella che oggi prende il
nome di teoria delle equaziont risolubili con la tecnica dello scattering inverso
[18, 20, 22]. Grazie a questa teoria fu provata, fra I'altro, I'integrabilita di
tutta la gerarchia di equazioni non lineari costruita a partire dall’equazione di
Korteweg - De Vries e furono costruite esplicitamente le soluzioni solitoniche
in termini di funzioni iperellittiche.

Per maggiori dettagli sulla storia dell’equazione di Korteweg - De Vries,
in relazione, soprattutto, allo sviluppo della teoria dello scattering inverso,
si veda [22, pag.17-31].

4.2.1 La struttura bi-hamiltoniana

Per I'equazione di Korteweg - De Vries (4.38) ¢ possibile ricavare facilmente
una formulazione bi-hamiltoniana considerando come M 1’algebra dei poli-
noOmi in U, Uy, Uzg, ... dove u = u(z) ¢ una funzione C*°(R). I bivettori di
Poisson, in questo caso, non possono avere una rappresentazione in termini
di matrici, dato che la varieta ha dimensione infinita. Tuttavia essi esistono
e sono espressi sotto forma di operatori differenziali.

Per I'equazione di Korteweg - De Vries, il primo bivettore ¢ dato da

d
P,=— 4.39
Y7 ( )
mentre il secondo ¢ dato da
d? d

Naturalmente, anche le parentesi di Poisson hanno un aspetto diverso.
Esse si costruiscono come segue:
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Siano f,g € M. Consideriamo le due leggi di composizione

400

def og (of

F = — | = 4.41
400
def og [(o0f of (5f

F = 4du 2, 4.42
{F. Gle, /OO Su {((M) * ((5u s, (442)

sullo spazio dei funzionali F[u] di tipo integrale:

def oo

Flu] = / f(u, Uy, gy ...)dex, (4.43)

dove

5f def Z 8’“ 8f

&Bk oug...x

kvolte

(4.44)

e detto gradiente lagrangiano di f.

E immediato verificare che valgono le proprieti (2.1) e (2.6). Pertanto, le
due leggi di composizioni sono effettivamente due parentesi di Poisson.

I due bivettori (4.39) e (4.40) risultano essere compatibili ed ha quindi
senso considerare il fascio di Poisson

P, - \P,

e ricercarne i Casimir utilizzando una serie di Laurent formale
oy =3 L (4.45)
Y '
7=0

dove i coefficienti ii; sono 1-forme differenziali. Naturalmente, ¢ definito in
questo modo uno schema ricorsivo in modo tale che hy ¢ Casimir di P; mentre
i successivi coefficienti h; sono le funzioni di Hamilton per una gerarchia di
campi vettoriali bi-hamiltoniani:

th == Pgdh]’ == PthjJrl (446)
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In ogni punto u € M i flussi bi-hamiltoniani sono dati da 4* = X, (u), dove
J
t;e il parametro di evoluzione del flusso j-esimo.
Scriviamo, le prime hamiltoniane della gerarchia di Korteweg - De Vries:

h() = %U

hl = %UQ

hy = —gup + (4.47)
hs = 1u?, — Suu? + 2u?

Le funzioni h; sono un numero infinito di quantita conservate per la (4.38)
e costituiscono, rispetto ad entrambi i bivettori di Poisson, una gerarchia di
sistemi bi-hamiltoniani integrabili. Le equazioni di evoluzione (alle derivate
parziali) che si ottengono hanno ordine via via piu alto: esattamente, all’ha-
miltoniana hy, corrisponde un’equazione di evoluzione di ordine 2k + 1 (nelle
derivate rispetto a z).

4.2.2 I flussi stazionari e la mappa di Miura

In questo lavoro, il nostro interesse e principalmente rivolto a sistemi bi-
hamiltoniani di dimensione finita, cioe parametrizzabili in termini di una
varieta di Poisson finito-dimensionale. In effetti, sebbene la gerarchia di Kor-
teweg - De Vries conduca, come abbiamo visto, a sistemi bi-hamiltoniani di
dimensione infinita, essa “nasconde”, ad ogni ordine, una famiglia di sistemi
bi-hamiltoniani integrabili di dimensione finita. Tali sistemi sono i cosiddetti
flussi stazionari.

Sia M, l'insieme dei punti fissi del flusso n-esimo Xy, 1 = X, della
gerarchia di Korteweg - De Vries:
Mn = {u’XQnJrl(ua Ug, “'7u(2n+1)) = O} (448)

M,, & una varieta di dimensione finita e dispari, e puo essere interpretata
come spazio delle fasi esteso per il sistema hamiltoniano relativo alla struttura
di Poisson

P :PZJ n e —
! 181”/\8363

(4.49)
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dove ciascuna 2’ ¢ funzione di u e delle sue derivate, mentre

0 I, 0
Po=| -1, 0 0 | € Mat(2n+1). (4.50)
0 0 0

Le foglie simplettiche 2n-dimensionali, indotte su M,, da questa struttura,
SONo percio:

Sn = {U|$2n+1 = 02n+1} (451)

dove Cy, 1 € una costante. In effetti, per costruzione, essa e esattamente il
Casimir del bivettore P;.

Per costruire una seconda struttura di Poisson, compatibile con la (4.49),
si utilizza, per questi sistemi, un metodo particolare, basato sul concetto di
mappa di Miura. In breve, si tratta di una trasformazione M, che mette in
relazione 'equazione (4.38) con la cosiddetta equazione modificata:

Vp = Ve — 6070, (4.52)

ponendo u = M(v) = —v, — v

In particolare, la mappa di Miura stabilisce una corrispondenza biunivoca
tra i flussi stazionari di (4.38) e gli analoghi di (4.52). Piu esattamente, Vn,
M ¢ un diffeomorfismo locale tra la varieta di Poisson M, e la varieta di
Poisson N, costruita a partire dal flusso n-esimo della (4.52).

La seconda struttura di Poisson si ottiene in modo canonico: la matrice
che la rappresenta ¢ congruente alla matrice (4.50) per mezzo della matrice
jacobiana J della mappa di Miura M:

Py = JP,' J]ueni) (4.53)

Per una trattazione completa di questo procedimento si veda, ad esempio [1].

4.2.3 1l flusso stazionario del terzo ordine

Il piu semplice esempio di flusso stazionario dell’equazione 4.38 &, natural-
mente, quello di ordine pili basso!4:

X5 =0. (4.54)

14Tale flusso si indica, in letteratura, con la sigla KdVs.
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Integrando una volta rispetto ad x, si ha:

Uge + 3u® = Cs (4.55)
Poniamo ¢ = u e p = —u,. L’equazione (4.55) si trasforma nel sistema

Qz = —P

Pz =3¢> — Cs (4.56)

(Cg)x - 0

che e hamiltoniano rispetto a P, con funzione di Hamilton

2

Hl (q7p7 03) = _% - q3 + ng (457>

Il secondo bivettore di Poisson Py, costruito con il metodo della mappa
di Miura, e parametrizzato dalla matrice

0 —2q —2p
P,=1 2q 0 6¢> +2C5 | € Mat(3). (4.58)
2p  —6q° + 205 0

La hamiltoniana che ci fa ritrovare il sistema (4.56) in termini di questa
seconda struttura e la funzione

1
HO(p7 q, 03) = 5037 (459>

che abbiamo gia detto essere Casimir del primo bivettore. Inoltre si verifica,
con un semplice calcolo, che H; & Casimir di P,. Cio permette di scrivere,
ancora una volta, la ricorrenza di Lenard:

O: PldHO
PQdH(]: PldHl (460)
PQdle 0
ovvero la catena:
H 2 o0
N
P>
N
0
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Il campo vettoriale = genera I’anima unidimensionale del fascio di Poisson
P, = P,—\P;. Vale la pena ricordare che, per costruzione, le sue coordinate
nella base (8@, 8@, %) non sono altro che i membri di destra delle equazioni
q’ Op 3
di Hamilton (4.56).
Il polinomio di Gel’fand - Zakharevich del fascio e di primo grado e si

scrive:

H(\) = H, + \Hp. (4.62)

4.2.4 1l flusso stazionario del quinto ordine

I1 flusso del quinto ordine!® & un esempio meno banale rispetto al precedente.
L’equazione che lo rappresenta e:

Usy + 10UUgee + 20Ugtiyy + 30uu, = 0, (4.63)

def gk
dove up, = %.

Integrando una volta la (4.63), otteniamo:

Ugy + 10Uty + 5u? + 10u® = Cs, (4.64)
dove C} e, al solito, una costante d’integrazione.
Poniamo:
1 =1u
q2 = Uy
4.65
D1 = —Uggy — 10uua: ( )
P2 = Uz

In questi termini, I'equazione (4.64) si trasforma in un sistema di cinque
equazioni, hamiltoniano, rispetto al bivettore di Poisson Py, dato, per n = 2,
dalla (4.50), con hamiltoniana

1 5
Hi(q1,92,p1,p02,C5) = ipg + qap1 + 50165 — 5!111 + q1Cs, (4.66)

5Esso ¢ detto KdVs.
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ed ancora hamiltoniano, rispetto al bivettore di Poisson P,, dato da

0 -1 4(]1 0 QQQ
1 0 —4qy —6q1 2ps
—4q;  4qo 0 2ps + 30q3 -0 € Mat(5),
0 61 —2ps — 30q7 0 —2p1 — 20q192
—2¢2 —2po Q 2p1 + 20q1q2 0
(4.67)
dove Q = 2C5 + 10g5 — 20¢;, con hamiltoniana
1
Ho = 5Cs. (4.68)

Questa funzione e, evidentemente, Casimir del bivettore Pj.

Il bivettore P, e stato ottenuto attraverso il metodo della mappa di Miura
e, quindi, e, per costruzione, compatibile con il bivettore P;. Il sistema e,
pertanto, bi-hamailtoniano.

Mediante il consueto procedimento ricorsivo di Lenard, otteniamo 'ulte-
riore quantita conservata:

Hy(q1, g2, p1,p2,C5) = —3p} — 2qup3 + (45 — 10¢})p2 — 4qr1gapn (4.69)
—5¢7q5 — 12¢7 + (p2 + 3¢7)Cs.

Si verifica facilmente che Hy ¢ Casimir del bivettore Ps.
Possiamo scrivere, a questo punto, la catena:
P
Hy = 0
P>

N
H 2 x

Q (4.70)

H, 2By

P;
N
0
Il polinomio di Gel’fand - Zakharevich e:

H()\) = Hy + AH; + N’ H,. (4.71)
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I campi vettoriali hamiltoniani X ed Y, che figurano nella catena (4.70),
generano ’anima bidimensionale del fascio di Poisson.
Nella base (i 0 0 0 9 ) questi campi hanno coordinate, rispet-

tivamente
q2
P2
10¢7 — 55 — Cs (4.72)
—10q1q2 — p1
0
e
—4q1q2 — p1
—10q¢; — 4q1ps + g2 + Cs
60¢; + 30¢3ps + 1013 — 6¢1C5 + 4p1ps + 2p3 (4.73)
107 g2 + 4q1p1 — 2¢op2
0

Per ottenere la forma canonica di Darboux - Kronecker di cui abbiamo
parlato nel teorema 3.3, bastera partire da una funzione K1, il cui differenziale
si trovi in'® Ly~ L;. La seconda funzione coordinata K si ottiene utilizzan-
do il procedimento ricorsivo (3.21). La matrice che rappresenta il fascio di
Poisson P nelle coordinate (Hy, Hy, Ho, K7, K3) ha la forma cercata:

0 0 0 A 0
0 0 0 —1 A
0 0 0 0 —1 |eMat(5). (4.74)
A 1 .0 0 0
0 —Ax 1 0 0

4.2.5 1l sistema di Hénon - Heiles

Il sitema di Hénon - Heiles & descritto dalla hamiltoniana

def 1 1 1 1
H(q1, g2, 1, p2; w1, wa,a,b) = 5(17% +p3) + §W1Q% + §w2q§ +aqiq; — ngi)‘

(4.75)

16Per la definizione di questi sottospazi, si veda lo schema (3.9).
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L’interesse di questo sistema bidimensionale sta nel fatto che, nonostante
la evidente semplicita della funzione di Hamilton, il comportamento dinami-
co, al variare dei parametri wq,ws, a, b, € particolarmente ricco.

Va subito notato che il sistema di Hénon - Heiles non & sempre integrabile.
Esistono, tuttavia, tre casi particolari nei quali e stata provata 'integrabilita:

e il caso di Korteweg - De Vries:

b= —6a, w; arbitari;

e il caso di Sawada - Kotera:

b= —a, Wi = W,

e il caso di Kaup - Kuperschmadt:

b= —16a, w; = 16w,.

Il sistema di Hénon - Heiles puo essere considerato come caso partico-
lare di un sistema hamiltoniano, detto Hénon - Heiles generalizzato, avente
funzione di Hamilton

o

Hy,=H + 2 (4.76)
con « costante arbitraria. Il sistema generalizzato ¢ equivalente ai flussi
stazionari di alcune equazioni alle derivate partiali. In particolare, nei tre casi
in precedenza descritti, si tratta dei flussi del quinto ordine delle gerarchie,
rispettivamente, di Kortewg - De Vries, di Sawada - Kotera e di Kaup -
Kuperschmidt!”.

Nei tre casi integrabili, inoltre, esistono trasformazioni di coordinate che
consentono ’eliminazione dalla hamiltoniana dei termini “armonic?’ w;. Cio
ci permette di scrivere:

3

1
SheP + =
Nt

. (4.77)

1
Hy = 5(29? +p3) + aqigs —

Possiamo, a questo punto, interpretare la (4.77) come funzione delle cin-
que variabili dinamiche ¢, g2, p1,p2, @, € quindi considerare il sistema di

17Per ulteriori riferimenti, si vedano [5, 31].
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Hénon - Heiles generalizzato come sistema hamiltoniano rispetto al bivettore
di Poisson P, definito dalla matrice:

0 0 100
0 0 010

Po=] -1 0 0 0 0 |eMat(s). (4.78)
0 -1 000
0 0 000

Una proprieta notevole del sistema generalizzato, nel caso detto di Kor-
teweg - De Vries, e l'esistenza di una seconda parametrizzazione, detta pa-

rametrizzazione r. La deduciamo, fissate a = % e b = —3, dalle seguenti
relazioni:
= T
@G = —2ry—r?
P1= S2 (4.79)
QP2 = —S51 — T252
Q= 2r9sy — 82 — 211818y — 41173 + 2r9c + 12c

La mappa di Miura M : (ry,rs, s1, 82,¢) — (q1, g2, p1, P2, &) permette di co-
struire, nel modo gia discusso, una seconda struttura di Poisson Py per il
sistema, data dalla matrice:

Py = JyP'Jy =

0 0 0o - 2¢2p2

N 2p1q2 — 4paq (4.80)
= o 4 0 f% 72q1q§+2p§+2%

é *% % 0 —2p1p2 — 2¢3q2 — ¢5 — 43%

* * * * 0

dove Jy; € la matrice jacobiana della mappa M, e gli asterischi dell'ultima
riga indicano gli elementi che antisimmetrizzano la matrice!®.

In effetti, anche negli altri casi integrabili esiste un modo per costruire
una seconda struttura di Poisson per il sistema generalizzato. Tuttavia, e
solo' nel caso presente, che i bivettori P; e Py risultano compatibili.

18 'ultima riga della matrice P &, cioe, la trasposta della quinta colonna, campbiata di
segno.

198 puod dimostrare (si veda ancora [5]) che il sistema di Hénon - Heiles generalizzato ¢ bi-
hamiltoniano, esclusivamente per % = —6, cioe nel caso di Korteweg - De Vries. Negli altri

due casi integrabili si riesce, comunque, a costruire delle strutture quasi bi-hamiltoniane.
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Questa considerazione apre la strada all’analisi di Kronecker del fascio
P,=P,— \P;.

Osserviamo che la funzione
1

¢ Casimir della struttura P;, mentre la hamiltonana H, ¢ Casimir di P,.
Denotiamo con Hj la funzione H,. Scriviamo la ricorrenza di Lenard:

PldHO — 0

PldHl - PQdHO

PldHQ - PQdHl
O - PQdHQ

(4.82)

che equivale, come sappiamo, a scrivere il Casimir del fascio, per mezzo del
polinomio di Gel’fand - Zakharevich:

H(N) = Hy + H A+ Ho\2. (4.83)

La funzione H; &, in questo caso, il secondo integrale del moto in involuzione
con H, = H,, ottenuto, classicamente, facendo uso del metodo di Lax?°:

na

4.84
4 (4.84)

1 1
Hi(q1, 42, P15 P2, @) = —ap1pa + 1D — gqg - 59%@% +
Anche in questo caso, come d’altra parte abbiamo visto per il flusso sta-
zionario del quinto ordine della gerarchia di Korteweg - De Vries, I’anima
bidimensionale del fascio ¢ generata dai campi vettoriali hamiltoniani:

X - PldHl - PQdHo,

Y = PldHQ = PQdHl. (485>

X ok ok

A conclusione di questo lavoro di tesi, mi piace ricordare una frase del
grande Henri Poincaré, tratta dalla sua opera epistemologica principale, Il

20Una proprieta notevole di tutti e tre i casi integrabili del sistema generalizzato &
proprio l'esistenza di una tale rappresentazione. Per altri dettagli si veda, ancora una
volta, [5].
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valore della scienza®*, del 1905, a proposito delle “nuove” - per quell’epoca -
frontiere della Geometria:

“Sorge quindi una questione: questo continuo amorfo che la nostra ana-
lisi ha lasciato sussistere, non ¢ una forma imposta alla nostra sensibilita?
Avremmo allargata la prigione in cui quest’ultima € rinchiusa, ma sarebbe
sempre una prigione.”

21Gi veda [24, pag.48].
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