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I contratti d’opzione sono oggigiorno strumenti finanziari diffusi ed us-
ati da moltissimi operatori del mercato mobiliare (investitori istituzionali,
banche, assicurazioni, singoli risparmiatori, etc.). Il contratto d’opzione piu
semplice e la cosiddetta opzione Europea che se e di tipo “call’da il dirit-
to, ma non l'obbligo, alla scadenza del contratto (maturita), di acquistare
un’asset finanziario (sottostante) ad un certo prezzo prefissato (prezzo strike).
L’opzione “put”da invece il diritto a vendere quell’asset ad un prezzo pre-
fissato. I contratti d’opzione possono assumere pero caratteristiche piu arti-
colate. Ad esempio questo e il caso delle opzioni Americane che incorpora-
no l'ulteriore possibilita di esercitare il diritto d’opzione anche prima della
scadenza.

Il prezzo “equo”di vendita (e/o d’acquisto) di un’opzione Europea ¢ stato
determinato in modo esplicito all’inizio degli anni settanta dagli economisti
F. Black e M. Scholes, [BS73], sotto particolari assunzioni sulla dinamica
del prezzo dell’asset sottostante e considerando un mercato privo di frizioni,
ipotesi che verranno spiegate piu in dettaglio nella Sezione 1.2 di questa
tesi. La medesima modellizzazione, applicata al caso della put Americana,
non permette pero una determinazione analitica esplicita del prezzo di questo
contratto ed e inevitabile in questo caso ricorrere a metodi di approssimazione
o simulativi. Per una rassegna delle diverse tecniche a tal fine sviluppate da
meta degli anni settanta fino ad ora, rimandiamo alla Sezione 1.6. Il metodo
che vera invece preso in considerazione in questo lavoro di tesi ¢ un algo-
ritmo (stocastico) sviluppato da F.A. Longstaff e E. Schwartz, [LS01], noto
con il nome di Least Squares Monte Carlo (LSM). Tale algoritmo propone
un’approssimazione per il calcolo del prezzo di una put Americana basata sul
metodo di regressione e sulla simulazione Monte Carlo. Vedremo piu avanti
come questo algoritmo riesca a tener conto del diritto del sottoscrittore di
esercitare il contratto in un qualsiasi istante antecedente la scadenza stabilita
T.

Formalmente un contratto put (Europeo e/o Americano) ¢ definito dal



suo pay-off a scadenza
Y (S7) = max(K — Sr,0)

dove K ¢ il prezzo strike. Per ogni ¢ € [0,T] sia p(t,T) il coefficiente d’attual-
izzazione (fattore di sconto) di 1 euro nellintervallo di tempo [¢,T]. Allora
non e difficile provare che, in assenza di arbitraggio, il prezzo al tempo ¢ di
una put Americana con scadenza T ¢ dato da

u(t, Sy) = sup Elp(t,7)i(57)]

7€y T

dove 7; 1 rappresenta 'insieme di tutti i tempi di arresto con valori in [0, T, e
I’aspettazione ¢ presa rispetto ad una misura di martingala equivalente (vedi
appendice B) che supporremo unica. Per maggiori dettagli si rimanda al
Teorema 1.3.10 della Sezione 1.2.1. In particolare denotando con F il prezzo
al tempo ¢t = 0 di una put Americana, avremo:

Py = U<Oa SO) = Sup E[p(()?T)qu)(ST)] (1)

T€To,1

E interessante osservare subito che, sebbene a causa del “sup”’la determi-
nazione esatta del valore Fy risulti complicata, limiti dall’alto e dal basso per
tale quantita possono essere ottenuti in forma esplicita. Infatti, valgono le

seguenti disequazioni:

g =Elp(0, T)¥(57)] < Py < sup E[p(0, 7)v(S;)] = Fy°.

7€70,00

Dove F§*" e il prezzo Black-Scholes di una put Europea mentre Fj° e
quello di una put Americana perpetua, tale cio¢ da poter essere esercitata
per ogni t > 0 senza alcun vincolo di scadenza.

L’algoritmo di Longstaff e Schwartz per il calcolo di (1) si basa inizial-
mente sull’introduzione di una griglia di tempi finita in [0, 7]. In altri termi-

ni il contratto put iniziale viene approssimato da un’opzione Americana di



tipo bermudiano che conti, quindi, solo un numero finito di date d’esercizio
O<ti<teo<..<ty=T.

Con tale scadenziario di date il problema dell’esercizio ottimale si riduce
al confronto ad ogni data tra il valore di un’esercizio immediato e un’aspet-
tazione condizionata data dal valore di non esercizio del contratto: quando
il primo risulta essere positivo e maggiore della seconda, allora ¢ il momento
giusto per esercitare. Nel seguito, con un leggero abuso di notazione, seguire-
mo a denotare con Fy il prezzo iniziale dell’opzione put Americana di tipo
bermudiano.

Assumendo (S;) markoviano, introduciamo, al fine di calcolare Fy, il

processo backward dinamico per la put Americana, definito da

{ Py = ¢(Sy,)

2
Pj = maX(¢(Stj)aE[P(tj,tjﬂ)PjH’Stj]) 0<j<N-1 ( )

Ponendo
Tj = Hlll’l(tk . k Z j7w<5tk> = Pk),

otteniamo
Pj = E[p(tjv Tj)¢(STj)|Stj]'
In particolare E[Fy] = sup ¢, , E[p(0, 7)) (S5)] = E[p(0, 70)¥(Sx,)]-
Un passo chiave dell’approccio di Longstaff e Schwartz e quello di in-

trodurre un processo backward anche per i tempi di arresto 7; descritto
da

™w = T
{ T = tjla, —|—Tj+11A§ 0<j<N-1
dove
A; = {¥(Sy,) = Elp(ts, 7j+1)8(S7,1)1S4]}-

Passiamo ora a descrivere il passo fondamentale dell’algoritmo LSM, os-
sia il fatto che 'aspettazione condizionata puo essere approssimata, ad ogni
tempo ?;, tramite I’applicazione del metodo di regressione, come proiezione
ortonormale su uno spazio generato da un numero finito di funzioni di S;.
Consideriamo dunque funzioni misurabili a valori reali date da (eg(-))g>1

soddisfacenti le seguenti condizioni:



A: Per j=1,...,N —1lasequenza (ex(Sy,))r>1 ¢ totale in LQ(O'(Stj)).

B: Perj=1,....N—1eM >1,se Zkle arer(Sy;) = 0 q.c. allora ag =0
per tuttii k.

Tali ipotesi sono necessarie per i risultati di convergenza richiamati nel para-
grafo 1.4.3 di questa tesi. L’aspettazione condizionata che appare in (2) puo

dunque essere espressa, per ogni ¢;, tramite la sua proiezione ortonormale da

L? sullo spazio vettoriale generato da {e1(Sy,), ..., en(S,)}
M
F(w,t;) =Y aen(S, (),  ar€R. (3)
k=1

M]

Inizializzando T][V = T e definendo con e il vettore delle basi e con ay, il vet-

tore dei coefficienti oy, al tempo ¢; otteniamo la seguente struttura backward

per i tempi di arresto

(M

M =114, + Tj+1]1A§

J
dove

Aj = {w(Stj> > Ay, e(Stj)}7

e ay;-e(Sy,) e il classico prodotto scalare in RM che in questo caso rappresenta
la proiezione del processo p(t;, T][fl])w(ST[M]) sullo spazio in questione. Da tale
j+1

definizione otteniamo un’approssimazione della funzione del prezzo:

PM = max{¥(So), E[p(0, 71" )9 ()]} (4)

1

dove, per costruzione, 1(Sp) € deterministico.

Il secondo livello di approssimazione passa attraverso la stima con una
procedura Monte Carlo del valore E[p(0, TI[M])Lb(S ). Supponiamo ora di
T1

simulare solo un numero limitato L di percorsi indipendenti {St(é), ce S,ffv)}

conl=1,..., L. Per ogni percorso [ stimiamo ricorsivamente T][ I con



dove in linea con quanto detto per i casi precedenti

= {U(SY) > Gy, - e(S)}.

Nella formula precedente ay; ¢ il vettore dei coefficienti di regressione per

ogni istante ¢; definito da

2
arg min Z ( s ]+1l w(Sﬁsz )—a- e(St(j))) .

a =1 Jj+1,1

L’implementazione di tale passo dell’algoritmo LSM, consiste dunque nella
soluzione mediante il metodo dei minimi quadrati del problema di regressione
in cui il vettore delle variabili dipendenti ¥ = {Ylj bie1...1, € dato dai cash-
flow scontati al tempo ¢;, mentre quello delle covariate X = {le}lzlmL e
determinato tramite la base e calcolata sui valori del prezzo simulati.

Il prezzo di una put Americana puo, a questo punto essere stimato tramite

la seguente quantita

piMa :max( $(S0), 7 Z p(0 s“[M )). (5)

1<I<L

L’algoritmo LSM propone come vettore e basi di tipo potenze o di tipo
polinomi come quelli di Laguerre, Legendre, Hermite, Chebyshev e cosi via.
L’idea sviluppata in questa tesi ¢ stata quella di sostituire tali basi con un
sistema Wavelet ortonormale opportuno.

Uno dei motivi che hanno suggerito una tale scelta ¢ il grande successo che
negli ultimi anni hanno avuto in Statistica i metodi di regressione wavelet,
grazie anche ai lavori di Donoho e Johnstone.

Si e resa dunque necessaria l'introduzione di una analisi a piu livel-
li di risoluzione (multiresolution analysis), in seguito indicata con ’acron-
imo MRA, [Mal89], che ¢ un approccio formale generale alla costruzione di
basi ortonormali in Lo(R). L’idea ¢ quella di rappresentare una funzione f
come limite di successive approssimazioni ognuna delle quali ¢ una versione
piu regolare di f. Tali approssimazioni corrispondono a differenti livelli di

risoluzione.



In generale, dunque, una MRA in Ly(R), & una successione di sotto-spazi
lineari e chiusi{V; : j € Z} di Ly(R) tale che
1) V,;C Vi, j€EL
i) U;V; = La(R)
i) 1,V = {0}
iv) f(z) eV, e f(2z) € Vi, f(z) eV, = fz+k) eV
v) Esiste una funzione ¢ € Vj tale che la famiglia {¢(x — k) : k € Z} ¢

una base ortonormale in Vj .

Definite le funzioni
bri(x) = 2502w — k), (6)

allora, per le proprieta (iv) e (v), la famiglia {¢;(z),k € Z} & una base
ortonormale in Vj. La costante 23 & quella di normalizzazione. Poiche ¢ € Vj

e Vo C Vi, siha
$() = V2 g2z —1). (7)

La funzione ¢ & detta funzione di scala. L’equazione (7) & detta equazione
di dilatazione e i coefficienti h;, dati da h; = (¢, ¢1,), sono detti coefficienti
di filtro. Sia inoltre W; il complemento ortogonale di V; in Vi, ovvero
VieW; =V eW; LW, per j# 3. E possibile dimostrare che

Ly(®) = D W (®)

Definita ;5 = 2%¢(2jx — k) per una wavelet madre opportuna, la famiglia
{jr(z) : k € Z} costituisce una base ortonormale per W; e dunque per la
(8),

{Ysr(@) 15,k € 2} (9)

¢ una base ortonormale per Ly(R).



Nel passare quindi dalla scala j alla j + 1, si ha
Pinf=Fif+ Z(ﬂ Vi) Vi
k

dove con P; abbiamo inteso 'operatore di proiezione in Vj. Inoltre, poiche

Wy C Vi, la wavelet madre puo essere espressa nella forma
Y(@) =V2> g2z —1) (10)
!

dove i coefficienti g; sono scelti come g; = (—1)lh1,l.
L’importanza di una struttura di MRA e costituita dal fatto che, uti-
lizzando le basi ortonormali wavelet, ogni funzione f € Lo(R) puo essere

rappresentata in serie wavelet come

f) =Y dixtin(x). (11)

JkEZ

Data la struttura degli spazi V; e W;, ¢ possibile esprimere la (11) come

F@) =" ciorion(®) + D> dixthjn(x) (12)

kEZ Jj=jo kEZ

Quest’ultima relazione puo essere vista come una proiezione ortogonale di f

in V;

o, cloe una approssimazione di f, piu un insieme di proiezioni di f in
W;, per j > jo, che aggiungono dettagli su f a questa approssimazione.

A livello di implementazione, al fine di usare tali risultati, abbiamo ri-
visitato 'algoritmo LSM utilizzando le wavelet per approssimare la media
scontata del valore dei cash-flow futuri. L’idea principale per determinare
una stima di regressione wavelet, e quella di costruire un problema a diseg-
no fissato (fized-design), ovvero dove le covariate X abbiano una struttura
equispaziata.

Piu precisamente i passi fondamentali della procedura si possono rias-

sumere in:

i) Trasformare le coppie di dati (X,Y’) del problema di regressione nella

struttura definita da (X0b,Yb), dove le Xb sono appunto equispaziate,
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usando una procedura di binning: per ogni segmento ¢ si definisce

quindi
Yb(i) > {Y(j) tali che X(j) appartenga al segmento i}
1) =
#{Y (j) tali che X(j) appartiene al segmento 7}
con la convenzione ¥ = 0.

9=
ii) Sviluppo di una decomposizione discreta wavelet delle Yb viste come
un segnale f tramite l'algoritmo FWT (Fast Wavelet Transform). Le

Xb assumono i valori 1,2,...,nb, dove nb rappresenta il numero dei

nodi considerati.

iii) Filtro dei coefficienti wavelet tramite una delle procedure standard

descritte per il de-noise.

iv) Ricostruzione di una funzione di stima £ utilizzando i coefficienti filtrati

ottenuti al passo (iii) ed il FWT.

v) Riscalaggio della funzione risultante f trasformando i nodi 1,2,...,nb

nelle X d’origine tramite un’operazione di interpolazione.

I passi (ii) (iii) e (iv) sono operazioni standard per I’applicazione della teoria
delle basi wavelet, il primo invece dipende sistematicamente dal numero dei
nodi impiegati nel riordinamento di X, che puo essere interpretato come una
sorta di parametro supplementare per 'ampiezza di banda. Generalmente
tale valore nb non viene scelto mai troppo piccolo in relazione al numero delle
osservazioni, essendo l'operazione di binning gia di per se un filtro che tende
a rendere tutto piu liscio.

Per I'implementazione della regressione wavelet (figura 1), ci siamo basati
sostanzialmente su i due comandi Matlab ddencmp e wdencmp. Il primo
in particolare definisce i parametri ottimali per un dato segnale ed effet-
tua decomposizione wavelet e processo di de-noise, basandosi proprio su tali
parametri. Il secondo si occupa invece di ricostruire la stima del segnale

originale usando le informazioni gia elaborate con il precedente passaggio.
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Figura 1: Interfaccia grafica LSM/Wavelet

I risultati ottenuti con le varie procedure, sono riportati nelle tabelle

seguenti dove definiamo anche una lista delle famiglie usate per le implemen-

tazioni.
nome simbolo | famiglia acronimo
Potenze W, Daubechies db#
Hermite H,(x) | Symlets Sym#
Legendre P,(x) | Coiflets coif#
Laguerre L,(z) | Biorthogonal bior#
Chebyshec T, (z) | Reverse Biorthogonal — rbior#

Cio che si puo osservare facilmente, € una certa stabilita nei valori calcolati
tramite ’algoritmo di Longstaff e Schwartz al variare sia del polinomio sia
del suo ordine.

Nel caso wavelet invece, come si puo notare dai dati riportati in tabella

(3), abbiamo riscontrato che questa stabilita viene parzialmente a mancare.



NP0 W H,0 PL0 T,(00 L,
ordine
1 2,17939 2,17939 2,17939 2,17939 2,17939
2 2,30303 2,30303 2,30303 2,30303 2,30303
3 2,31475 2,31475 2,31475 2,31475 2,31475
4 2,31459 1+ 2,31459 1 2,31459 2,31459 2,31459
5 2,30963 1 2,30963 1 2,30963 2,30963 2,30963
6 2,3121 23121 2,3121 2,3121 2,3121
7 2,31087 2,31087 2,31087 2,31087 2,31087
8 2,31689 | 2,31689 | 2,31689 2,31689 2,31689
9 2,31578 1 2,31578 1 2,31578 2,31578 2,31578

Tabella 1: prezzo per una put Americana (LSM)

NP0l wx)  H,0 P, T, L,®
ordine

1 52" 59" 1'1" 53" 1'0"

2 1" 2" 1"15" 1"17" 1'8" 1'22"

3 11" 1'34" 1'45" 1'30" 1'56"

4 1'21" 1'49" 2'4" 1'46" 2'29"

5 1'28" 2'17" 2'44" 2'20" 3'20"

6 1'38" 2'43" 3'20" 2'6" 4'17"

7 1'48" 3' 3" 3'49" 3'12" 5'9"

8 1's1" 3'22" 4'28" 3'44" 6'13"

9 1'54' 3'56" 5'17" 4'26" 7'28"

Tabella 2: tempi di elaborazione (LSM)
tipo . tipo . .
. db sym coif . bior rbio
ordine ordine

1 2,25835 | 2,25835 | 2,33548 1,1 2,25835 | 2,25835
2 2,30999 i 2,30999 { 2,31916 1,3 2,2518 | 2,32872
3 2,32454 i 2,32454 i 2,33074 1,5 2,24589 i 2,32694
4 2,31936 : 2,32296 | 2,3184 2,2 2,34701 1 2,28606
5 2,31705 | 2,34238 | 2,32238 2,4 2,34309 | 2,27886
6 2,3105 | 2,32491 2,6 2,3506 | 2,31475
7 2,33045 | 2,32266 2,8 2,34781 | 2,34604
8 2,33908 i 2,33177 31 2,26542 i 1,88004
9 2,32734 i 2,32734 3,3 2,34933 i 2,20748

Tabella 3: prezzo per una put Americana (Wavelet)

10




; PRo db sym coif . Hpo bior rbio
ordine ordine
1 50" 50" 50" 1,1 50" 50"
2 50" 50" 51° 1,3 51" 51"
3 50" 50" 50" 1,5 51" 51"
4 50" 51" 50" 2,2 50" 50"
5 50" 50" 52" 24 51" 50"
6 50" 50" 51" 2,6 51" 50"
7 51" 50" 50" 2,8 50" 51"
8 50" 50" 50" 31 50" 51"
9 50" 50" 50" 3,3 51" 50"

Tabella 4: tempi di elaborazione (Wavelet)

Va osservato pero che a differenza dei risultati prodotti dall’LSM, nel caso
wavelet la dipendenza dalla scelta della base e essenziale per il comportamen-
to dell’algoritmo. Selezionare I'una o I’altra onda madre significa soprattutto
scegliere come approssimare e quindi filtrare ogni singola oscillazione del seg-
nale analizzato. Una scelta opportuna sembra comunque garantire stabilita
e convergenza.

Va invece rimarcato, confrontando i dati della tabella (2) con quelli della
tabella (4), come i tempi di esecuzione dell’algoritmo wavelet siano decisa-
mente migliori di quelli ottenuti usando basi polinomiali. L’origine di tale
miglioramento va ricercata in quella dipendenza dell’algoritmo di regressione
dal parametro di binning. Fissato il numero dei nodi infatti i cicli si stabiliz-
zano e il processo scende di complessita poiche sostituisce ad una buona
percentuale di iterazioni complete il piu semplice e veloce riordinamento

vettoriale.

11
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