
Introduzione

Oggetto della mia tesi sono le algebre di divisione reali di dimensione finita

ed alcuni esempi di queste. In breve, un’algebra di divisione è un anello uni-

tario nel quale ogni elemento non nullo ha un inverso moltiplicativo.

Tra gli esempi più noti che rientrano in tale definizione troviamo l’insieme dei

numeri reali R, l’insieme dei numeri complessi C e l’insieme dei quaternioni

H.

È proprio grazie alla nascita di questi ultimi che lo studio delle algebre di

divisione prese vita; infatti, prima che il geniale Hamilton, rinunciando alla

commutatività del prodotto, creasse i suoi quaternioni, il mondo dei matema-

tici era convinto che non potessero esistere sistemi di numeri ipercomplessi

più grandi del campo complesso cioè sistemi che potessero costituire ancora

delle algebre di divisione.

In questa dissertazione costruiremo dapprima l’insieme dei quaternioni hamil-

toniani, poi introdurremo le algebre di divisione e ne daremo alcune proprietà:

in particolare, dimostreremo che l’insieme dei quaternioni costituisce un’alge-

bra di divisione e vedremo come tali oggetti possono essere utilizzati in varie

discipline. Faremo vedere che cos̀ı come i numeri complessi unitari possono

essere utilizzati per rappresentare le rotazioni nel piano, i quaternioni unitari

possono essere utilizzati per rappresentare le rotazioni nello spazio.

La parte centrale del lavoro è dedicata a dimostrare il seguente Teorema di

Fröbenius

Teorema di Fröbenius 0.0.1. Sia A, un’algebra reale, quadratica, asso-

ciativa, priva di divisori dello zero.

Allora ci sono solo tre possibilità:

1. A è isomorfa al campo dei numeri reali.



2. A è isomorfa al campo dei numeri complessi.

3. A è isomorfa all’algebra dei quaternioni reali.

Nell’ultima parte mostreremo che esistono algebre di divisione reali non asso-

ciative, costruendo l’algebra degli Ottetti di Cayley. Quest’algebra è, a meno

di isomorfismi l’unica algebra di divisione non associativa, come dimostrò

Max Zorn nel 1933.

Più dettagliatamente, nel primo capitolo daremo una breve introduzione sto-

rica dell’argomento trattato.

Nel secondo capitolo costruiremo, cos̀ı come fece lo stesso Hamilton, l’in-

sieme dei quaternioni reali.

Nel terzo capitolo daremo alcune definizioni tra cui quella di algebra di divi-

sione, dimostrandone poi qualche proprietà.

Nel quarto capitolo dimostreremo alcune importanti proprietà dei quaternioni;

faremo vedere, per esempio, che tale insieme è un’algebra di divisione di di-

mensione quattro su R, introdurremo lo spazio immaginario dell’algebra,

mostreremo che H è uno spazio vettoriale euclideo ed infine, vedremo come

questi oggetti possano essere utilizzati in varie discipline.

Nel quinto capitolo, dopo aver verificato i risultati preliminari necessari, di-

mostreremo il teorema di Fröbenius.

Infine, nell’ultimo capitolo introdurremo l’insieme degli ottetti O e ne il-

lustreremo alcune proprietà.



L’introduzione dei numeri complessi fu un evento molto significativo nella

storia della matematica. Dopo la loro interpretazione sul piano di Gauss e

l’utilizzazione della loro moltiplicazione nel calcolo delle rotazioni nel piano,

ci fu un certo fermento nelle esigenze di produrre altri sistemi algebrici che

potessero rappresentare le rotazioni nello spazio tridimensionale.

Colui che per primo ottenne dei risultati in tal senso, fu l’Irlandese W. R.

Hamilton quando, rinunciando alla commutatività del prodotto, inventò l’in-

sieme dei suoi quaternioni, insieme quadrimensionale in grado di rappre-

sentare il ”mondo tridimensionale”. I quaternioni costituiscono il primo es-

empio di algebra di divisione non commutativa.

La costruzione di tale struttura diede vita a quella che oggi è detta ”l’epoca

d’oro” dell’algebra.

Nel 1840, il matematico Hopf mostrò che ogni algebra di divisione reale com-

mutativa ha al più, dimensione due, vale a dire, che ogni tale algebra è

isomorfa a quella dei numeri complessi. Nel 1845, Arthur Cayley produsse

la sua algebra degli ottetti; algebra di divisione reale di dimensione otto, in

cui non vale la legge associativa del prodotto. Nel 1853, Hamilton mostrò,

creando quella che oggi è detta ”algebra dei biquaternioni”, (un sistema i cui

elementi sono i quaternioni a coefficienti complessi), che non tutte le algebre

sono di divisione, nel senso che, non tutti gli elementi non nulli di un’algebra

sono invertibili e quindi non sempre si può operare una divisione. Nel 1860,

inoltre, Kervaire e Milnor mostrarono separatamente che non esistono alge-

bre di divisione reali di dimensione finita, associative o meno, all’infuori di

quelle sopra citate. Nel 1887, il matematico tedesco Ferdinand Georg Fröbe-

nius, dimostrò che esistono solo tre algebre di divisione reali associative, di

dimensione finita, isomorficamente distinte che sono esattamente: l’algebra

dei numeri reali R, l’algebra dei numeri complessi C e l’algebra dei quater-

nioni H. Ed infine, Max Zorn dimostrò, nel 1933, che ogni algebra di divisione

reale non associativa deve essere isomorficamente equivalente all’algebra degli

ottetti di Cayley.



Poichè lo scopo del nostro lavoro è quello di dimostrare il Teorema di Fröbe-

nius, teorema che ci fornisce una prima catalogazione delle algebre asso-

ciative, cominciamo con l’introdurre le algebre di divisione ed alcune loro

proprietà.

Definizione 0.0.1. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K dotato dell’o-

perazione prodotto

· : V × V → V

(p , q) → pq

Diciamo che V è un’algebra su K o una K-algebra se valgono le due leggi

distributive del prodotto

(ap + bq)r = a(pr) + b(qr) (1)

p(aq + br) = a(pq) + b(pr) (2)

per ogni a, b ∈ K, per ogni p, q, r ∈ V.

Se vale la legge associativa del prodotto

p(qr) = (pq)r per ognip, q, r ∈ V (3)

l’algebra è detta associativa.

Se vale la legge commutativa

pq = qp per ognip, q ∈ V (4)

l’algebra è detta commutativa.

Un’algebra A è detta priva di divisori dello zero se preso comunque a ∈ A\{0}

allora non esiste b ∈ A\{0} tale che ab = 0 cioè, se ab = 0 allora si deve

avere a = 0 oppure b = 0.

Diciamo inoltre che A è un’algebra di divisione se le due equazioni

ax = b ya = b

dove a e b sono due qualunque elementi dell’algebra ed a 6= 0, ammettono

un’unica soluzione.

Osserviamo che vale allora la seguente proposizione:



Proposizione 0.0.1. Sia A un’algebra di dimensione finita su K. Le seguen-

ti affermazioni sono equivalenti:

1. A è un’algebra di divisione.

2. A è priva di divisori dello zero.

Diamo inoltre la seguente definizione:

Definizione 0.0.2. Sia A un’algebra reale con elemento neutro e; definiamo

lo spazio immaginario di A, indicato con ImA, l’insieme

ImA = {a ∈ A | a2 ∈ Re,a /∈ Re\{0}}.

Siamo ora in grado di dimostrare che i quaternioni di Hamilton costituiscono

un’algebra di divisione.

Definizione 0.0.3. Definiamo l’insieme dei quaternioni e lo indichiamo H

l’insieme di oggetti della forma

q = q0 + q = q0 + iq1 + jq2 + kq3 q0, q1, q2, q3 ∈ R; (5)

cioè un quaternione è la somma di una parte scalare q0 ed una parte vettoriale

q = iq1 + jq2 + kq3.

In questo insieme è definito il seguente prodotto; dati

p = p0 + ip1 + jp2 + kp3 e q = q0 + iq1 + jq2 + kq3

si ha

pq := p0q0 − p · q + p0q + q0p + p × q.

Se per ogni quaternione non nullo q, poniamoo q−1 := q0−(iq1+jq2+kq3)
q
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siamo verificare, grazie alla proposizione precedente, che H è un’algebra di

divisione associativa.

In particolare abbiamo allora che, dalla Definizione (??), si ha

ImH = {p ∈ H | p2 ∈ R}.

Notiamo che lo spazio immaginario di H può anche essere visto come la parte

vettoriale dell’algebra, infatti si ha



Teorema 0.0.1.

ImH := Ri + Rj + Rk (6)

ed inoltre

H = R ⊕ ImH (7)

Questo teorema ci permette di affermare che H ' R4.

Ritornando alle algebre in generale, per dimostrare il Teorema di Fröbenius

abbiamo bisogno di ulteriori definizioni e proposizioni.

Definizione 0.0.4. Un’algebra A è detta alternativa se per ogni coppia di

elementi a, b ∈ A valgono le seguenti proprietà:

1) (ab)b = ab2

2) b(ba) = b2a Diciamo invece che l’algebra è un’algebra quadratica se per

ogni elemento a ∈ A si può scrivere la seguente uguaglianza:

a2 = αe + βa con α, β ∈ R

Osserviamo che ogni algebra alternativa ammette un elemento neutro ed

ancora che ogni algebra associativa è ovviamente alternativa.

Definizione 0.0.5. Sia A un’algebra con elemento neutro e, siano u,v, w

∈ A, diciamo che questi elementi costituiscono una tripletta hamiltoniana se

le nove condizioni di Hamilton sono verificate, cioè se:

u2 = v2 = w2 = −e

w = uv = −vu

u = vw = −wv

v = wu = −uw.

Possiamo allora verificare che valgono i seguenti fatti:

Teorema di esistenza delle triplette hamiltoniane 0.0.1. Sia A un’al-

gebra alternativa, priva di divisori dello zero e con elemento neutro e, ed



inoltre, sia U un sottospazio bidimensionale di ImA.

Allora, per ogni u ∈ U tale che u2 = −e, esiste un elemento v ∈ U tale che

u, v,w = uv formano una tripletta hamiltoniana.

Proposizione 0.0.2. Sia A un’algebra quadratica, con elemento neutro e.

allora, ImA è un sottospazio vettoriale di A e si ha:

A = Re⊕ ImA

Lemma 0.0.1. Sia A un’algebra priva di divisori dello zero, e sia e l’ele-

mento unità dell’algebra; allora esiste u ∈ ImA tale che u2 = −1.

Proposizione 0.0.3. Data un’algebra A con elemento neutro e, siano u,

v, w ∈ A tre elementi che costituiscono una tripletta hamiltoniana, allora

abbiamo che:

1. L’applicazione f : H → A tale che f(q) = f(q0 + q1i + q2j + q3k) =

q0e + q1u + q2v + q3w è un omomorfismo iniettivo di algebre.

2. Ru + Rv + Rw ⊆ ImA ed in particolare ImA contiene un sottospazio

vettoriale di dimensione tre.

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema.

Teorema di Fröbenius 0.0.2. Sia A, un’algebra reale, quadratica, asso-

ciativa, priva di divisori dello zero.

Allora ci sono solo tre possibilità:

1. A è isomorfa al campo dei numeri reali.

2. A è isomorfa al campo dei numeri complessi.

3. A è isomorfa all’algebra dei quaternioni reali.

Dimostrazione:

Necessariamente si deve avere che dimA ≥ 1, inoltre poiché A è associativa

allora è anche un’algebra alternativa e quindi per quanto osservato nel para-

grafo precedente ammette un elemento neutro e.



Se dimA = 1 allora A w R è banalmente vero.

Se dimA = 2, sia u ∈ A un elemento linearmente indipendente con e, tale

che u2 = −e, un tale elemento esiste per il Lemma (??), e sia

F : C → A

l’omomorfismo di algebre definito da

x + yi → xe + yu.

Osserviamo che essendo e,u linearmente indipendenti tale omomorfismo è

iniettivo. Ma allora, poiché dimC = 2 = dimA, F risulta essere biettiva e

quindi è un isomorfismo.

Dunque se dimA = 2 allora A w C.

Supponiamo ora che dimA ≥ 3.

Dal teorema di esistenza delle triplette hamiltoniane abbiamo che, presi

u, v ∈ ImA linearmente indipendenti, con u2 = −e, esiste un elemento

w = uv ∈ ImA tale che u, v,w formano una tripletta di Hamilton.

Sia allora x ∈ ImA. Abbiamo visto dalla Proposizione (??) che ImA è un

sottospazio vettoriale di A. Allora u + x, v + x ∈ A; quindi ux + xu =

αe, vx + xv = βe,wx + xw = γe con α, β, γ ∈ R.

Adesso se moltiplichiamo a destra la prima equazione per v, e la seconda, a

sinistra, per u, e le sottraiamo, ricordando che l’algebra è associativa e che

uv = w = −vu otteniamo:

(ux + xu)v− u(vx + xv) = αv− βu

cioè

(uxv + xw)v−wx − uxv = αv− βu

e dunque

xw− wx = αv− βu.

Sommando la terza equazione otteniamo

xw − wx + xw + wx = αv− βu + γe



e cioè

2xw = αv− βu + γe.

Se ora moltiplicamo a destra per w otteniamo

−2x = αu + βv + γw.

Questo risultato ci dice che ogni elemento x ∈ ImA si scrive come combi-

nazione lineare di u, v,w cioè che ImA ⊆ Ru + Rv + Rw.

Poiché dalla Proposizione (??) abbiamo che Ru + Rv + Rw ⊆ ImA, questo

mi permette di concludere che ImA = Ru + Rv + Rw. Dalla Proposizione

(??) abbiamo che A = Re ⊕ ImA, dunque la dimensione di A è quattro.

Inoltre A, per il primo punto della Proposizione (??), contiene una sottoal-

gebra isomorfa ad H quindi A w H.

Q.E.D. ♥

Un interessante corollario a questo teorema ci dice che tutte e sole le algebre

di divisione reali associative, di dimensione finita, sono a meno di isomorfis-

mi, R, C, H.

A questo punto possiamo dare l’unico esempio di algebra di divisione reale

non associativa che conosciamo.

Definizione 0.0.6. Sia O := {a = (p, q)), p, q ∈ H} in cui è definita la

seguente moltiplicazione

ab = (p, q)(r, s) := (pr− sq, qr + sp) (8)

Possiamo osservare che tale insieme è uno spazio vettoriale di dimensione

otto, inoltre possiamo vedere che esso è un’algebra quadratica, alternativa,

priva di divisori dello zero, quindi un’algebra di divisione. Allora dal Teorema

di Fröbenius segue che non può essere associativa.
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