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Per studiare un qualsiasi problema pratico è fondamentale la scelta del model-
lo con cui lo si vuole descrivere matematicamente. Ad esempio se si desidera
studiare un problema di evoluzione rappresentandolo come un particolare
sistama dinamico può succedere che anche sistemi molto semplici possano
avere dei comportamenti complicati e dipendere in maniera rilevante non so-
lo dalle condizioni iniziali ma anche da piccole variazioni del modello �sico
stesso. Quindi, se si desidera utilizzare un modello che dia informazioni sul
problema che si sta studiando, la necessità di selezionare le proprietà di tale
modello, in modo che queste siano poco sensibili a deboli variazioni del mo-
dello stesso, è evidente.
Lo studio dei di�eomor�smi del cerchio da parte di illustri matematici come
Arnold, Moser e Herman si inserisce nell'amito della teoria KAM che studia,
grossomodo, cosa succede quando si perturba un sistema integrabile. Se si
considerano sistemi Hamiltoniani, cioè sistemi in cui l'evoluzione temporale è
descritta da equazioni che si possono derivare da un'unica funzione H, chia-
mata Hamiltoniana, che rimane costante nel tempo, diremo che un sistema è
integrabile, se, in opportune variabili (J, χ) ∈ (Rd×Td), d ≥ 2, dette variabili
azione-angolo, le equazioni di Hamilton assumono la forma

J̇ = 0,

χ̇ =
∂H(J)

∂J
; (1)

lo spazio delle fasi, cioè lo spazio in cui evolvono le coordinate che descrivono
il sistema, risulta allora costituito da tori invarianti. Il termine tori sta ad
indicare che il moto si svolge su super�ci che possono essere parametrizzate
da angoli, mentre l'aggettivo invariante signi�ca che partendo da queste
super�ci ci si resta inde�nitamente.
Considerando, in particolare, il caso bidimensionale, una possibile traiettoria
χ(t) (con dato iniziale χ0 = 0) sul toro TJ0 = {(J0, χ) | χ ∈ T2} può
essere rappresentata come in �gura 1.1 .
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Figura 1.1: �usso lineare su T2

Ci si può chiedere cosa succede se si aggiunge una perturbazione al campo
vettoriale. Se una qualsiasi perturbazione, piccola a piacere, alterasse com-
pletamente il comportamento del sistema, ovviamente perderebbe di molto
interesse lo studio dei sistemi integrabili non è infatti possibile che un proble-
ma �sico reale, in cui intervengono i più svariati fattori e l'azione di agenti
esterni perturbatori non si può trascurare, sia descrivibile come un sistema
integrabile. Si è a lungo pensato che bastasse una piccola perturbazione per
rendere il sistema caotico e che quindi i sistemi integrabili fossero un caso ec-
cezionale nel panorama dei possibili sistemi dinamici. In realtà non è questo
il caso. Quello che succede, invece, è che molti dei tori invarianti vengono
semplicemente un po' deformati dalla perturbazione. Questo risultato, noto
come Teorema KAM è uno dei maggiori risultati nell'ambito della teoria dei
sistemi dinamici.
Un mezzo investigativo molto potente per studiare le traiettorie χ(t) sul toro
e che indirizza lo studio verso i di�eomor�smi del cerchio è l'applicazione
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di Poincaré. Tenendo presente che i valori delle variabili d'azione si man-
tengono costanti lungo il moto, si �ssa una sezione del toro, ad esempio
χ1 = π (o qualsiasi altro valore) e si considerano i valori della variabile χ2

quanto χ1(t) = π cioè si individuano i punti in cui la traiettoria χ(t) attra-
versana la sezione �ssata. Se t1 > 0 è il tempo del primo attraversamento,
t2 > t1 è il primo tempo successivo a t1 in cui la traiettoria interseca nuo-
vamente la sezione, e così via, si riesce a creare una successione di punti
x1 = χ1(t1), x2 = χ2(t2), x3 = χ3(t3) . . . . Si può, allora, considerare l'ap-
plicazione x1 → x2 → x3 → . . . che è appunto un di�eomor�smo del cerchio,
cioè un'applicazione regolare de�nita modulo 2π, la cui forma espicita è

xi → xi+1 = xi + 2πµ ∀ i = 1, 2, 3, . . .

per qualche µ ∈ [0, 1].
Arnold, Moser e molti altri matematici tra cui potremo ricordare Herman
hanno cercato di rispondere alla seguente domanda `cosa succede se si in-
troduce una perturbazione, cioè se si considera un di�eomor�smo del cerchio
della forma'

xi = xi+1 = xi + 2πµ + εF (xi) ? (2)
Ovviamente, il sistema dinamico che si ottiene costituisce un modello sem-
pli�cato rispetto a quello che si otterrebbe come sezione di Poincaré di una
perturbazione di (1); infatti, in tal caso, anche se il toro sopravvive i valo-
ri delle azioni non saranno più costanti nel tempo e quindi non è possibile
descrivere il sistema in termini delle sole variabili χ. Tuttavia è comunque
interessante studiare il comportamento di sistemi de�niti dall'applicazione
(2) in quanto esso presenta tutte le caratteristiche essenziali del problema
hamiltoniano e, nel contempo, dato il suo aspetto `più semplice', consente
una trattazione matematica in cui si possono evitare inutili problemi tecnici.
Nel 1976 H.Herman dimostrò che per quasi ogni numero di rotazione µ un
di�eomor�smo del cerchio, di classe almeno C3, e con numero di rotazione

3



µ è di�erenziabilmente equivalente a una rotazione di un angolo 2πµ.
Precedentemente, Moser nel 1962 aveva provato che in una famiglia di di�eo-
mor�smi di�erenziabile un numero su�ciente di volte Aµ,ε : y → y+µ+εF (y)

la frazione dell'insieme delle coppie (µ, ε) nel dominio 0 ≤ µ ≤ 1, 0 ≤ ε ≤ ε0,
tali che il di�eomor�smo Aµ,ε, non si riduca a una rotazione con un di�eo-
mor�smo di�erenziabile, tende a zero con ε0.
Nel lavoro di Moser si richiede una maggiore regolarità delle perturbazioni:
quindi il lavoro di Herman costituisce un' elegante estensione dei risultati di
Moser.
Lo scopo di questa tesi sarà quello di presentare un procedimento di dimo-
strazione per teoremi di questo genere nel caso di un di�eomor�smo analitico.
Seguendo l'approccio proposto da Arnold nel 1961 mostreremo che un'appli-
cazione analitica della circonferenza che di�erisce poco da una rotazione, il
cui numero di rotazione è irrazionale e soddisfa particolari requisiti aritmetici,
può essere ridotta a una rotazione attraverso un cambio di variabili analitico.
Cioè, indicando con R la rotazione di un angolo 2πµ

R : z → z + 2πµ

e con Rε una sua perturbazione di ordine ε

Rε : z → z + 2πµ + εF (z) (3)

che abbia lo stesso numero di rotazione di R, proveremo che esiste un'appli-
cazione analitica ϕ = ϕ(z, ε), che rende commutativo il diagramma

S1 Rε−−−→ S1yϕ

yϕ

S1 R−−−→ S1

(4)

e cioè che veri�ca

ϕ (Rε(z), ε) = R (ϕ(z, ε)) = ϕ(z, ε) + 2πµ . (5)
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Prima di a�rontare le problematiche riguardanti la ricerca della soluzione
dell'equazione (5) vedremo se il problema è ben posto: non è infatti ovvio
quali condizioni la funzione F (z) debba soddisfare perché un di�eomor�smo
della forma (3) abbia numero di rotazione 2πµ.
La tecnica che ci permetterà di risolvere questi problemi si basa sull'osser-
vazione che partendo dall' applicazione (3) è possibile scegliere ∆ = ∆(ε) in
modo che l'applicazione

A1 : z → z + 2πµ + ∆ + εF (z) (6)
abbia numero di rotazione 2πµ e mira a dimostrare che per ε su�cientemente
piccolo e µ che veri�ca opportune condizioni aritmetiche si ha

1. ∆(ε) dipende analiticamente da ε;

2. la trasformazione
A1 : z → z + 2πµ + ∆ + εF (z) (7)

può essere ridotta a una rotazione di un angolo 2πµ attraverso un
cambiamento di variabili analitico: ϕ(z, ε) = z + g(z, ε) .

Concentreremo quindi la nostra attenzione sulla proprietà 2 che a�erma l'esi-
stenza della funzione ϕ che, per un'opportuna scelta di ∆, rende commutativo
il diagramma

S1 A1−−−→ S1yϕ

yϕ

S1 R−−−→ S1

(8)

e cioè che veri�ca
ϕ [A1(z, ε, ∆), ε, ] = R [ϕ(z, ε)]

la quale, indicando con z = z(ϕ, ε) la funzione inversa di ϕ = ϕ(z, ε), può
essere scritta come

A1 [z(ϕ, ε), ε, ∆] = z [ϕ + 2πµ, ε] .
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Seguendo l'approccio proposto da Arnold nel 61 [Arn61] costruiremo una
successione di cambi di variabile ϕn ciascuno dei quali avrà la proprietà di
coniugare analiticamente un'applicazione Bm, del tipo (7), che di�erisce da
una rotazione per termini di ordine εm ad una applicazione che di�erisce dalla
medesima rotazione per termini di ordine ε2m; analogamente, costruiremo
una successione ∆n i cui elementi serviranno per eliminare, ad ogni passo, la
media della perturbazione.
Scegliendo dunque, opportunamente

∆(ε) = ∆1(ε) + ∆
′

1(∆2, ε) + ∆
′′

1(∆3, ∆2, ε) + . . .

riusciremo a costruire la seguente successione di diagrammi commutativi

S1 A−−−→ S1yϕ1

yϕ1

S1 A1−−−→ S1yϕ2

yϕ2

S1 A2−−−→ S1yϕ3

yϕ3

S1 A3−−−→ S1

(9)

... · · · ...

... · · · ...
S1 An−2−−−→ S1yϕn−1

yϕn−1

S1 An−1−−−→ S1yϕn

yϕn

S1 An−−−→ S1
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in cui il passo m-esimo, e quindi l'applicazione ϕm = ϕm(ϕm−1, ε), avrà la
proprietà di coniugare analiticamente l'applicazione

Am : ϕm−1 −→ ϕm−1 + 2πµ + ∆m(ε) + ∆′
m(∆m+1, ε)+

∆
′′

m(∆m+1, ∆m+2, ε) + . . . + Fm(ϕm−1, ε),

dove ∆m(ε) elimina la media della perturbazione Fm(ϕm−1, ε), all'applicazio-
ne

Am+1 : ϕm −→ ϕm + 2πµ + ∆m+1(ε) + ∆′
m+1(∆m+2, ε)+

∆
′′

m+1(∆m+2, ∆m+3, ε) + . . . + Fm+1(ϕm, ε)

dove ∆m+1(ε) elimina la media della perturbazione Fm+1(ϕm, ε).
In questo modo le funzioni

z(N)(ϕN , ε) = z [z1 (. . . zN−1(ϕN , ε) . . . , ε)] ,

∆(N)(∆N , ε) = ∆ [∆1 (. . . ∆N−1(∆N , ε) . . . , ε)]

saranno tali che

A1

[
z(N)(ϕN , ε), ε, ∆(N)(∆N , ε)

]
= z(N) [ϕN + 2πµ + ∆N + FN(ϕN−1, ε), ε]

dove FN(ϕN−1, ε) ∼ ε2N .
Dimostrando in�ne che le successioni z(N)(ϕN , ε), ∆(N)(∆N , ε) ammettono li-
mite per N →∞ ed indicando tali limiti con ∆(ε), z(ϕ, ε) otterremo appunto
che

A1 [z(ϕ, ε), ε, ∆(ε)] = z [ϕ + 2πµ, ε] .

Vedremo, in�ne, come la commutatività del diagramma (4) discenda da que-
sti risultati.
Descriviamo, in dettaglio, il lavoro svolto in ogni capitolo.
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Primo capitolo

Nel primo capitolo abbiamo a�rontato il problema dell'approssimazione di
numeri irrazionali con numeri razionali, riportando la dimostrazione del Teo-
rema di Dirichlet [HW79] e di un suo corollario che a�erma, nel caso in cui
α è irrazionale, l'esistenza di in�nite coppie di interi relativamente primi che
soddisfano la relazione ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ <
1

q2

e quindi che un numero irrazionale α ammette approssimazioni razionali con
un errore `piccolo a piacere'. La conoscenza di questo risultato sarà utilizzata
per a�rontare il problema dei piccoli denominatori che emergerà, nel secondo
capitolo, dallo studio dell'equazione omologica.
Abbiamo, poi, introdotto le funzioni analitiche in quanto rappresentano la
classe delle funzioni con cui lavoreremo e tra la varie proprietà che caratteriz-
zano questa classe di funzioni abbiamo riportato in particolare alcune stime
riguardanti i coe�cienti di Fuorier.

Secondo capitolo

Il secondo capitolo come anticipato è dedicato allo studio dell'equazione omo-
logica g(z + 2πµ)− g(z) = f(z). Risolvere tale equazione è un passo fonda-
mentale per la dimostrazione del risultato a cui la tesi è dedicata; rappresenta,
infatti, l'approssimazione di ordine più basso per l'equazione funzionale che
la funzione coniugatrice, se esiste, deve soddisfare.
Abbiamo a�rontato, prima di tutto, il problema dell'unicità della soluzione
dimostrando che, se µ è razionale la soluzione di tale equazione è de�nita
a meno di una arbitraria funzione di periodo 2π

n
; mentre se µ è irrazionale

la soluzione è unica. Successivamente abbiamo ricercato la soluzione del-
l'equazione omologica all'interno della classe delle funzioni sviluppabili in
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serie di Fourier e questo ci ha permesso di evidenziare il problema dei piccoli
denominatori, infatti sviluppando f(z) e g(z) in serie di Fourier si trova

g(z) =
∑
n6=0

gne
inz, con gn =

fn

e2πiµn − 1

e poiché, in base al teorema di Dirichlet, µ ammette approssimazioni razio-
nali m

n
con un errore `piccolo a piacere' allora la quantità e2πiµn− 1 potrebbe

diventare arbitatriamente piccola e rappresentare un problema per la conver-
genza della serie. In realtà abbiamo, però, mostrato che questo non accade
provando che, �ssato ε > 0, quasi ogni µ ∈ [0, 1] veri�ca, per qualche K > 0,
la relazione diofantea

|µn−m| ≥ K

n1+ε

e che per tali µ, de�niti numeri diofantei di costante K ed esponente ε, si ha∣∣e2πiµn − 1
∣∣ ≥ K

C |n|1+ε .

Abbiamo, in�ne, provato che se µ veri�ca una condizione diofantea e f(z)

è una funzione analitica a media nulla allora l'equazione omologica g(z +

2πµ)− g(z) = f(z) ammette una soluzione analitica.
Questo capitolo e, in genarale, la parte dedicata ai prerequisiti, è stata con-
clusa dimostrando due risultati di carattere analitico che saranno ampliamete
utilizzati in tutto il resto della tesi.

Terzo capitolo

Il terzo capitolo ha un duplice scopo: il primo è quello di introdurre i di�eo-
mor�smi del cerchio, cioè applicazioni regolari da S1 in se, dove S1 = R

2πZ , il
secondo è quello di descrivere la tecnica che ci permetterà di dimostrare la

9



commutatività del diagramma

S1 Rε−−−→ S1yϕ

yϕ

S1 R−−−→ S1

(10)

dove R(z) = z + 2πµ e Rε = z + 2πµ + F (z, ε), con F (z) analitica.
Come prima cosa, quindi, abbiamo dato la de�nizione di di�eomor�smo del
cerchio e dimostrato che ad ogni di�eomor�smo del cerchio che conserva l'o-
rientamento è associato un numero particolare de�nito numero di rotazione.
Dopo di chè, attraverso delle considerazioni euristiche, sulle problematiche
connesse con la dimostrazione della commutatività del diagramma (10) ab-
biamo evidenziato la necessità di dimostrare preliminarmente un risultato
di carattere più generale, che abbiamo chiamato Teorema Fondamentale, e
abbiamo descritto la tecnica con cui, nel quarto e nel quinto capitolo, questo
risultato verrà dimostrato.

Quarto capitolo

Per la dimostrazione del Teorema Fondamentale abbiamo bisogno di un lem-
ma, chimato appunto Lemma Fondamentale, che dimostreremo in questo
capitolo. Tale lemma a�erma che, data l'applicazione

A0(z, ε, ∆) ≡ z + 2πµ + ∆ + F (z, ε) + Φ(z, ε, ∆),

che rappresenta una perturbazione analitica della rotazione, sotto opportune
ipotesi di piccolezza della perturbazione F (z, ε) + Φ(z, ε, ∆) e supponendo
che µ veri�ca una condizione diofantea è possibile scegliere ∆ = ∆(∆1, ε)

in modo che l'applicazione A0(z, ε, ∆) possa essere coniugata analiticamente
all'applicazione

A1(ϕ, ε, ∆1) ≡ ϕ + 2πµ + ∆1 + F1(ϕ, ε) + Φ1(ϕ, ε, ∆1)
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con F1(ϕ, ε) + Φ1(ϕ, ε, ∆1) molto più piccole di F (z, ε) + Φ(z, ε, ∆).
Detto altrimenti questo signi�ca che, scegliendo opportunamente ∆, esiste
un' applicazione ϕ = ϕ(z, ε) che rende commutativo il diagramma

S1 A0−−−→ S1yϕ

yϕ

S1 A1−−−→ S1

Precisamente, l'enunciato che abbiamo provato è il seguente

Lemma 4.1.1. Siano assegnati una famiglia di trasformazioni analitiche
della circonferenza, che dipendono analiticamente dai parametri ε, ∆:

z → A0(z, ε, ∆) ≡ z + 2πµ + ∆ + F (z, ε) + Φ(z, ε, ∆)

e i numeri R0 > 0, ε0 > 0, K > 0, δ > 0, C > 0, 0 < ∆0 < 1 in modo che
valgano le seguenti condizioni

1. F (z + 2π, ε) = F (z, ε) Φ(z + 2π, ε, ∆) = Φ(z, ε, ∆);

2. per Im z = Im ε = Im ∆ = 0 si ha Im F = Im Φ = 0;

3. per |Im z| ≤ R0, |ε| ≤ ε0, |∆| ≤ ∆0 si ha |F (z, ε)| ≤ C < δ8,
|Φ(z, ε, ∆)| < δ |∆|

4. il numero irrazionale µ per ogni coppia di interi m, n soddisfa la dise-
guaglianza ∣∣µ− m

n

∣∣ ≥ K
|n|3

5. il numero δ soddisfa le relazioni δ < K
64

, δ < R0

8
, δ < 1

36
e C < ∆0

6
.

Allora esistono funzioni analitiche z(ϕ, ε), ∆(∆1, ε), F1(ϕ, ε)

Φ1(ϕ, ε, ∆1) tali che

1.
z[A1(ϕ, ε, ∆1, ), ε] = A0[z(ϕ, ε), ε, ∆(∆1, ε)],
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dove

A1(ϕ, ε, ∆1) ≡ ϕ + 2πµ + ∆1 + F1(ϕ, ε) + Φ1(ϕ, ε, ∆1)

2. F1(ϕ + 2π, ε) = F1(ϕ, ε), Φ1(ϕ + 2π, ε, ∆1) = Φ1(ϕ, ε, ∆1)

z(ϕ + 2π, ε) = z(ϕ, ε) + 2π.

3. per Im ϕ = Im ∆1 = Im ε = 0 si ha Im z = Im ∆ = Im F1 =

Im Φ1 = 0

4. Per |∆1| ≤ C, |Im ϕ| ≤ R0 − 7δ, |ε| ≤ ε0

|F1(ϕ, ε)| ≤ C2

δ6 ,

|Φ1(ϕ, ε, ∆1)| ≤ δ2 |∆1| ,

|z(ϕ, ε)− ϕ| ≤ C
δ4 ,

∣∣∣ ∂z
∂ϕ

∣∣∣ < 2,

|∆(∆1, ε)| ≤ ∆0,
∣∣∣ ∂∆
∂∆1

∣∣∣ < 2.

Piccole perturbazioni di ordine C della rotazione possono essere, quindi, scrit-
te, attraverso un opportuno cambio di variabili analitico, in modo che nel
nuovo parametro la di�erenza da una rotazione sia di ordine C2. Questo ri-
sultato giusti�ca la possibilità costruire l'm-esimo diagramma commutativo
in (9).

Quinto capitolo

In questo capitolo abbiamo dimostrato il Teorema Fondamentale. Questo
risultato a�erma che sotto opportune ipotesi di piccolezza della perturbazio-
ne F (z, ε) e supponendo che µ veri�ca una condizione diofantea è possibile
scegliere ∆ in modo che l'applicazione

A(z, ε, ∆) ≡ z + 2πµ + ∆ + F (z, ε)
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può essere coniugata analiticamente alla rotazione

R(z) ≡ z + 2πµ

Cioè che, scegliendo opportunamente ∆, esiste la funzione ϕ = ϕ(z, ε) che
rende commutativo il diagramma

S1 A−−−→ S1yϕ

yϕ

S1 R−−−→ S1

Precisamente, abbiamo provato il seguente risultato.

Teorema 5.1.1. Sia data una famiglia di trasformazioni analitiche della
circonferenza, che dipendono analiticamente da due parametri ε, ∆;

z → A(z, ε, ∆) ≡ z + 2πµ + ∆ + F (z, ε) (5.11)

e siano assegnati i numeri R > 0, ε0 > 0, K > 0, L > 0 tali che

1. F (z + 2π, ε) = F (z, ε);

2. per Im z = Im ε = 0 si ha Im F (z, ε) = 0

3. per |Im z| ≤ R, |ε| ≤ ε0 |F (z, ε)| ≤ L |ε|;

4. per tutti gli interi m, n il numero irrazionale µ soddisfa la relazione∣∣µ− m
n

∣∣ ≥ K
|n|3

Allora esistono i numeri ε
′ e R

′ con 0 < ε
′ ≤ ε0 e 0 < R

′ ≤ R e le funzioni
∆(ε), ϕ(z, ε) reali per ε e z reali e analitiche per |ε| < ε

′, |Im z| < R
′ tali

che
ϕ [A(z, ε, ∆(ε)), ε] = ϕ(z, ε) + 2πµ.
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Questo risultato e stato dimostrato nel seguente modo: usando ripetutamente
il Lemma Fondamentale abbiamo mostrato che ad ogni passo la perturba-
zione si riduce e abbiamo costruito la successione di diagrammi commutativi
(9), dopo di che abbiamo veri�cato che la costruzione iterativa converge e che
nel limite la perturbazione tende a zero per un'opportuna scelta di ∆ = ∆(ε).
E' stato, in questo modo, provato che l'applicazione (5.11) è analiticamente
equivalente a una rotazione e che la funzione coniugatrice si ottiene come
composizione di in�nite coniugazioni analitiche.
Abbiamo concluso la nostra tesi mostrando, grazie al seguente Corollario,
che la commutatività del diagramma (10) è una conseguenza del Teorema
Fondamentale.

Corollario 5.2.1. Sia dato R > 0.
Sia µ un numero irrazionale tale che per ogni coppia di interi m, n soddisfa
la relazione ∣∣∣µ− m

n

∣∣∣ ≥ K

|n|3

per qualche K > 0.
Allora esiste una costante C = C(K, R) tale che se la trasformazione

A : z → z + 2πµ + F (z)

ha numero di rotazione 2πµ e per |Im z| ≤ R si ha

|f(z)| ≤ C

allora A può essere ridotta ad una rotazione di un angolo 2πµ attraverso un
cambiamento di variabili analitico.
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