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Sintesi

Un discreto numero di scoperte nell’ambito della Matematica sono avve-
nute in maniera del tutto casuale, durante lo studio di problemi che avevano
scarsa attinenza coi risultati conseguiti. La teoria dei numeri algebrici (e
pit implicitamente la teoria della fattorizzazione), nacque a seguito dei mol-
teplici e invani tentativi, da parte dei matematici del tempo, di dimostrare
I'Ultimo Teorema di Fermat. E’ il caso di Ernst Eduard Kummer (1810-93),
un allievo di Gauss e di Dirichlet che era passato dalla teologia alla matema-
tica e che divento in seguito professore a Berlino. Nel 1843, Kummer aveva
dato definizioni appropriate di numero intero, di numero primo, di relazioni
di divisibilita, ma commise ’errore di assumere che nella classe dei numeri
algebrici (che ebbe il merito di introdurre) valesse la fattorizzazione unica.
Tale assunzione era necessaria per dimostrare il teorema di Fermat. Quan-
do si accorse che cio non era sempre vero, per ristabilire la fattorizzazione
unica, Kummer creo allora una teoria relativa ai numeri ideali; essi, pur non
essendo definiti in maniera generale, gli servirono a verificare I’enunciato di
Fermat per un centinaio di numeri primi.

Contemporaneamente, Richard Dedekind (1831-1916) si accosto al proble-
ma della fattorizzazione unica in maniera completamente nuova ed originale.
Dopo aver generalizzato la nozione di numero algebrico, egli si accinse a
restaurare la fattorizzazione unica nei campi di numeri algebrici e, successi-
vamente, in una classe di domini che li generalizzano (detti, appunto, domini
di Dedekind) mediante un procedimento del tutto diverso da quello di Kum-
mer. In luogo dei numeri ideali egli introdusse delle classi di numeri algebrici
che chiamo ¢deali in onore dell’opera svolta dal suo collega. Tali oggetti rap-
presentano gli strumenti che hanno permesso di stabilire, nell’arco del XX

secolo, una vera e propria teoria sulla fattorizzazione unica.



In questo lavoro abbiamo esaminato alcune proprieta di fattorizzazione
degli anelli di interi algebrici (sulla base dei risultati che Kummer e Dedekind
ci hanno lasciato in eredita), individuando la stretta connessione tra queste

proprieta e la struttura algebrica del gruppo delle classi.

Nel primo capitolo, abbiamo cominciato col richiamare la definizione di anello

degli interi algebrici, e piu in generale di dominio di Dedekind.

- L’anello degli interi algebrici di un campo numerico K, denotato con
Ok, e linsieme degli elementi di K che sono radici di qualche polino-

mio monico a coefficienti in Z, ovvero:

O i={aeK : If(X) € Z[X] t.c. f(a)=0}.

- Un dominio R e detto dominio di Dedekind se e noetheriano, integral-

mente chiuso ed ogni ideale primo non nullo di R ¢ massimale.

Abbiamo verificato che per questi particolari domini esiste un’unica decom-

posizione come prodotto di ideali primi:

In un dominio di Dedekind R esistono unici ideali primi non nulli
P1, ..., Pr @ due a due distinti ed unici numert interi non nulli ny, ..., n,

tali che
a=py-p,

dove a ¢ un ideale frazionario proprio non nullo di R.

Fatto questo, e stato introdotto un concetto di fondamentale importanza, il

gruppo delle classi di ideali di un dominio di Dedekind:

Sia F il gruppo degli ideali frazionari di un dominio di Dedekind R e
P il suo sottogruppo degli ideali principali frazionari. Allora il gruppo

delle classi di R é il gruppo quoziente
Cl(R) :=F/P.

2



L’ordine di CI(R) ¢ chiamato numero delle class.

Dopo aver fatto vedere che tale gruppo e finito, abbiamo dimostrato un ri-

sultato che costituisce il vero e proprio punto di partenza di questa tesi.

Proposizione. Sia R un dominio di Dedekind. Allora |CI(R)| = 1 se e

soltanto se R é un dominio a fattorizzazione unica.

Attraverso questa affermazione e possibile rendersi conto del fatto che il grup-
po delle classi rappresenta lo strumento che misura quanto un dominio di
Dedekind si discosta dall’essere a fattorizzazione unica, in breve UFD (Uni-

que factorization domain).

Nel secondo capitolo, inizialmente abbiamo rivisitato da un punto di vista

storico il concetto di UFD, fornendo definizioni precise e utili ai nostri scopi.

- Un dominio d’integrita R si dice atomico se ogni elemento non zero,
fatta eccezione dell’unita, si puo scrivere come prodotto di elementi
irriducibili (o atomi) di R. L’insieme degli elementi irriducibili di R

si rappresenta con Irr(R).

- Un dominio d'integrita atomico R si dice a fatlorizzazione unica Se,
per ogni o, B; € Zrr(R) tali che ay - - - o = By - - - B, Sono verificate

le sequenti proprieta:

UFl. n=m;

UF2. Esiste una permutazione o di {1,...,n} tale che o; e By sono

associati.



Dopo aver trattato piuttosto brevemente le principali proprieta che caratte-
rizzano un UFD, abbiamo generalizzato tale concetto, ottenendo due nuove

classil:

- Gli HFD (Half-factorial domains), ossia domini in cui ogni fattoriz-
zazione di un elemento in irriducibili ha la stessa lunghezza; in altre

parole, essi verificano soltanto la proprieta UF1.

- Gli OHFD (Other half-factorial domains), ossia domini i cui elementi
possono avere fattorizzazioni di differenti lunghezze e al pit una di lun-
ghezza n, per ogni intero n; detto altrimenti, essi verificano la proprieta

UF2.

Abbiamo analizzato in maniera dettagliata la prima classe, rendendo conto
in particolare di un risultato, enunciato e dimostrato nel 1960 da Leonard

Carlitz (1907-99)%

Teorema. Sia R un anello di interi algebrici. Allora |CI(R)| < 2 se e sol-

tanto se R ¢ un HFD.

Tale teorema si puo giustamente collocare al centro della teoria della fatto-
rizzazione. Esso ci ha permesso di fornire molti esempi di domini HFD che
non sono UFD, come Z[/—3] oppure Z[y/—5].

In seguito, sono stati messi a confronto gli HFD con gli UFD, con I'intenzione
di capire se le proprieta verificate per i secondi, sono valide anche per i primi;

abbiamo visto, attraverso dei controesempi, che la maggior parte di queste

!Tali definizioni sono state date rispettivamente da Abraham Zaks (Technion - Israel
Institute of Technology) nel 1976 e da James Coykendall (North Dakota State University)

nel 2004.
2Leonard Carlitz & stato professore presso la Duke University, negli Stati Uniti, dal

1932 al 1977. Egli e certamente uno dei ricercatori matematici piu prolifici della seconda

meta del novecento; al suo attivo, infatti, si possono annoverare addirittura 771 articoli.
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non si mantengono.

La seguente tabella esplicita quanto detto:

R e UFD = R ¢ integr. chiuso R ¢ HFD # R ¢ integr. chiuso

R ¢ UFD = Rg ¢ UFD R ¢ HFD # Rg ¢ HFD

R & UFD = R[X] ¢ UFD R ¢ HFD » R[X] ¢ HFD

R e UFD = R verifica la ACCP | R e HFD = R verifica la ACCP

Fatto questo, siamo passati ad analizzare gli OHFD, introducendo alcuni
concetti preliminari, come quello di fattorizzazione non degenerata e master,

di elementi irriducibili lunghi e corti.

- Una fattorizzazione in irriducibile w - - -, = & - - - &, st dice non
degenerata se gli elementi irriducibili m; e & sono a due a due non

associatr.

- Sia R un dominio atomico e m un elemento irriducibile. Diremo che
m € un atomo lungo (risp. corto) se esiste una fattorizzazione in

irriducibili my - - -7, =& - - - &y tale che n > m (risp. n < m).

- Siano {m,...,m} e {&,....,&m} gli insiemi rispettivamente degli ele-

menti 1rriducibili lunghi e corti in R. Consideriamo scomposizioni del



tipo

al ar _ ¢b1 b
7'('1 ...ﬂ'k = ...é'mm

tali che Zle a; > Y it by e tutti gli irriductbili sono a due a due non
associati. Tra queste, scegliamo quella per cut a; sia minimo; una tale

fattorizzazione ¢ definita fattorizzazione master (in breve MF).
Per mezzo di queste definizioni abbiamo potuto fare le seguenti affermazioni:

(1) Sia R un OHFD, che non ¢ un HFD, e sia m € Zrr(R) non primo.

Allora m non puo essere contemporaneamente lungo e corto.

(2) Sex € R éun elemento irriducibile che non é né lungo né corto, allora

€ primo.

(3) Siawit---mk = . gbm o MF. Allora ogni altra fattorizzazione non

degenerata e potenza di questa MF.

Tali risultati c¢i hanno permesso, a loro volta, di mostrare un Teorema molto

interessante:

Sia R un dominio d’integrita. Se R € un OHFD, allora e anche un
HFD. Questo, in particolare, significa che R ¢ un OHFD se, e soltanto
se, e un UFD.

Pertanto, tale classe coincide con quella dei domini a fattorizzazione unica;
¢ possibile, dunque, affermare che la definizione di UFD e ridondante e puo

essere indebolita considerevolmente.

Nell’'ultimo capitolo, ci siamo interessati a risolvere la seguente naturale

questione (posta nel 1974 da Wladyslaw Narkiewicz?):

3Professore titolare di Teoria dei Numeri ed Algebra presso la Wroclaw University

(Polonia) dal 1974.



Trovare, attraverso proprieta aritmetiche, una o piu caratterizzaziont
di anelli dv numeri algebrici che abbiano numero delle classi diverso da

1 e?2.

Ci siamo concentrati su due casi particolari, quando, cioe, il gruppo delle
classi ha ordine tre e quattro.

Abbiamo introdotto le seguenti specifiche proprieta aritmetiche:

- Un dominio di Dedekind R wverifica la proprieta V,, n > 2, se per
ogni ay,as, by, ....bx € Irr(R), luguaglianza ajay = by --- by implica

che k <n.

- Un dominio di Dedekind R verifica la proprieta W,,, n > 2, se soddisfa
la proprieta V, e, in piu, se per ogni elemento irriducibile a,by, ..., by

del dominio, l'uguaglianza a® = by - - - by, implica che k = 2.

Successivamente, abbiamo dato una reinterpretazione del Teorema di Carlitz,

in funzione delle proprieta aritmetiche appena enunciate:

Sia R un anello di interi algebrici. |CI(R)| < 2 se e solo se R verifica

la proprieta Vs.

Quindi, e stata fornita una prima risposta al problema che c¢’eravamo posti:

Teorema. Sia R un anello di interi algebrici. Allora
i) |CI(R)| < 3 se e soltanto se R soddisfa la proprieta Ws.
ii) [CI(R)| < 4 se e soltanto se R soddisfa la proprieta W.

Fatto questo, abbiamo ricordato che se R ¢ un dominio di Dedekind, per
ogni 7 € R (r # 0 e non invertibile), I'ideale proprio generato da r si puo
scrivere, in modo unico, come prodotto di ideali primi (r) = p; - - - p,,. Conse-

guentemente, denotata con X la generica classe di CI(R) e con E ’elemento
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neutro (ossia la classe contenente tutti gli ideali principali), abbiamo dato le

seguenti definizioni:
- m(Xor) = {pa e € XS
- m(r) :=min{m(X,r) : X € Cl(R), X # E};

- mo(r) := min{m(X,r) : X € CI(R), X non ¢ un quadrato} (nel caso

in cui ogni elemento in CI(R) ¢ un quadrato, porremo mq(r) = 0).

Grazie a queste, ¢ stato possibile fornire altre due caratterizzazioni, que-
sta volta facendo uso di proprieta riguardanti il numero di fattori di due
diverse decomposizioni di un elemento, che danno luogo ad un particolare
limite superiore relativo alla differenza tra le lunghezze delle scomposizioni

considerate.

Teorema. Sia R un dominio di Dedekind e sia r un elemento non nullo e

non invertibile di R tale che
r=ay---ay=by - by,
CON A1, ..oy A, by, oy by € Zrr(R). Allora
i) |CI(R)| = 3 se e soltanto se esiste r tale che k # h e |k —h| < m(r)/3.
ii) [CI(R)| =4 se e soltanto se |k — h| < my(r)/2, per ognir € R.

La tesi ¢ stata conclusa con una generalizzazione riguardante gli HFD;
abbiamo definito, cioe, una nuova classe, i CHFD (Congruence half-factorial

domains)*:

1Tale generalizzazione & stata proposta da Scott T. Chapman (Trinity University) e
William W. Smith (University of North Carolina at Chapel Hill) per la prima volta nel
1988.



Sia R un dominio d’integrita. R si dice dominio meta-fattoriale con-
gruente (CHFD) di ordine r se, per ogni oy, 3; elementi irriducibili tali

che ay -+ = P+ B, esiste un interor > 1 per cuim = n (modr).
Quindi, sono stati dati esempi di CHFD che non sono HFD:

Sia R un dominio di Dedekind con Cl(R) = Z,, n > 3. Supponiamo
che tutti gli ideali primi (non principali) di R siano distribuiti nelle
classi X1 == [1] e X;,—1 = [n —1]. Allora R ¢ un CHFD di ordine

n — 2, ma non un HFD.

Abbiamo inoltre riadattato (e indebolito) il Teorema di Carlitz al caso dei

CHFD:

Sia R un anello degli interi algebrici. Allora |CI(R)| < 2 se e soltanto
se R é un CHFD per qualche r > 1.

Cio ci ha permesso, infine, di fornire ancora un’altra caratterizzazione riguar-

dante gli anelli degli interi con gruppo delle classi di ordine uguale a tre.

Teorema. Sia R un dominio di Dedekind tale che |CI(R)| < 3. Allora R é
un HFD se e soltanto se R ¢ un CHFD, per qualche r > 1.
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