
Tema3
Insiemi,elementidi logica,calcolocombinatorio,relazionie funzioni

3.1 Quesiti di livello base

3.1.1 Si considerinoi seguentienunciati:“n è un multiplo di 3 o è un numeropari,e inoltre
èminoredi 20”; “n è unnumeropariminoredi 20,oppureèmultiplo di 3 eminoredi 20” (n
è unnumeronaturale).Interpretareconespressioniinsiemistichei dueenunciati.

3.1.2 Illustrare e giustificare(con un controllo su diagrammidi Eulero-Venn) la formula
insiemistica(A∪B)∩C = (A∩C)∪ (B∩C).
3.1.3 Sia p l’affermazione“ogni numeronaturalemaggioredi 1 è sommadi duenumeri
dispari”. Esprimerel’affermazione“non p” (senzausareespressionicome“non è veroche
...”).

Stabilirepoi sep è veraoppure“non p” è vera.

3.1.4 In quantimodin personesi possonosederesuunapanca?Intornoauntavolo circolare?
(Dueschieramentisi ritengonoindistinguibili soloseciascuncommensalehalo stessovicino
di destrae lo stessovicino di sinistra).

3.1.5 Quantesonole colonnepossibilinellaschedinadelTotocalcio?

3.1.6 Nell’insiemedeinumerinaturali,comesipuòcaratterizzareil sottoinsiemeS= {1,3,5,7,9}?
Conaltreparole:trovareunapropriet̀a caratteristicadi S, cioè unapropriet̀a chesiaveraper
tutti e soli gli elementidi S.

3.1.7 Dati gli insiemiA = {1,2,3,4}, B = {a,b,c}, quantesonole applicazioni(le funzioni)
di A in B?

3.1.8 Quantisonoi sottoinsiemidell’insiemeA = {1,2,3,4}?
3.1.9 Nello schemadellaFigura2, tuttele freccehannoil significatodi “... èmaggioredi ...”;
c’è un circolettovuoto: in questoscriveteun numeronaturalecherispetti le frecce. Manca
anchequalchefrecciafra i numeridello schema;tracciatele freccechecolleganoi numeri
scritti.

3.2 Quesiti cherichiedono maggioreattenzione

Alcunedelledomandecheseguonopossonosembrare“non matematiche”, perchénonsi
parla di numeri,di figure, di insiemi,. . .Ma richiedonoqualche sempliceragionamento,e
quindi sonoutili per saggiare le capacit̀a matematiche.
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Figura3.

3.2.1 Tra le applicazionidi cui si parla nell’esercizio3.1.7, ce ne sonodi suriettive? di
iniettive?di biiettive?

3.2.2 Sianos, t duesegmentidi lunghezzadiversatraloro parallelienonallineati.Disegnate,
seesistono,le seguentiapplicazioni:

• un’applicazionebiiettiva fra se t,

• un’applicazioneiniettivadi s in t chenonsiabiiettiva,

• un’applicazionesuriettivadi s sut chenonsiabiiettiva,

• un’applicazionechenonsiainiettivané suriettiva.

3.2.3 NellaFigura3 sonosegnatialcuninumeriealcunefreccefra essi(questavolta tuttele
freccepossibilisonostatetracciate).Checosapossonosignificarequestefrecce?

3.2.4 Nell’insiemedellerettedelpiano,fareun esempiodi unarelazioned’equivalenza.
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3.2.5 Datele funzioni f ,g tali che f (x) = 2x, g(x) = x2, costruitele funzionichesi ottengono
componendog seguitoda f (cioè f ◦g), e, rispettivamente,f seguitodag (cioèg◦ f ).

3.2.6 In un’isolaogni abitanteè un cavaliere(e alloradicesemprela verità) o un furfante(e
alloramentesempre).IncontriamodueabitantiA, B checi fannoquestedichiarazioni:

A: “Io sonouncavaliere”

B: “A è un furfante”.

A è uncavaliere?eB? Si può rispondereaquestedomande?

3.2.7 Esprimeresenzausareil “non” la frase“Non èverocheGigi è buonoeattento”.

3.2.8 L’insieme{A,C,N,O,R} è caratterizzatodallapropriet̀adi essere:

a) l’insiemedelleprime16 lettere,toltealcunedi esse
b) l’insiemedelleletteredellaparolaANCONA
c) l’insiemedelleletteredellaparolaANCORA
d) l’insiemedelleletteredellaparolaANCORAGGIO.

3.2.9 Sianop,q dueproposizioni;supponiamocheda p si possadedurreq. Checosaaltrosi
può certamentedire?

a)da(non p) si può dedurre(nonq)
b) da(nonq) si può dedurre(non p)
c) daq si può dedurrep
d) nessunadelleaffermazioniprecedenti.

Scrivereal postodi p e di q dueproposizionimatematicheopportunein modochedalla
primasi possadedurrela seconda.Qualechiameresteipotesi?Qualechiamerestetesi?

3.3 Rispostecommentate

3.1.1 IndichiamoconA, B, C rispettivamente,gli insiemidei numeripari, dei multipli di 3,
deinumeriminori di 20: le espressionicercatesono(A∪B)∩C e (A∩C)∪ (B∩C).
3.1.2Bastaosservarei due“diagrammidi Eulero-Venn” nellaFigura4. In quellodi sinistra
A∪B è rappresentatodalla regione tratteggiataverticalmente,C dalla regione tratteggiata
orizzontalmente,e la zonaquadrettatarappresenta(A∪B)∩C. Nel secondo,sonoevidenziati
(A∩C) e (B∩C): la zonatratteggiatain unmodoo nell’altro rappresenta(A∩C)∪ (B∩C). I
risultati finali sonouguali. L’uguaglianzasi esprimeanchedicendoche“l’unione di insiemi
è distributiva rispettoall’intersezione”.

3.1.3 L’affermazione“non p” è “ci sononumerinaturalichenonsonosommadi duenumeri
dispari”. Essaè vera, mentrep è falsa(un numerodispari non è sommadi due numeri
dispari).
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3.1.4 Nel casodellapanca,alla fine ci sarannon postioccupati:al primo ci può andareuna
qualunquedelle n persone,al secondounadelle rimanentin− 1: abbiamofinora n(n− 1)
possibilit̀a. Al terzopostopuò andareunadelle rimanentin−2 persone,... . Perl’ultimo
postorestaunasolapossibilit̀a. In tutto i modi di sedersisonotanti quantoil prodottodei
primi n numerinaturali(lo si indicaconn!). Intornoa un tavolo circolare,facciamosedere
unapersonain un postoqualsiasi(chealla fine non sar̀a distinguibiledagli altri, perch́e il
tavolo è circolare). Tutto dipendeda comele restantin− 1 personesi siedononei restanti
n−1 posti,equestopuò avvenirein (n−1)! modi.

3.1.5 Ci sonotre possibilit̀a per la primapartita,tre per la seconda:combinandoletra loro
abbiamoallora9 = 32 possibilit̀a. Sesi tienecontoanchedellaterzapartita,si hanno27= 33

possibilit̀a . . . . Pertuttele 13 partite,le colonnepossibilisono313.

3.1.6 Si trattadi trovareunapropriet̀a numericachesia veraper ogni elementodi S, e per
nessunaltro. Peresempio:S è l’insiemedei numeridispariminori di 10 (osservatechec’è
nascostala congiunzione“e”: “... èunnumerodisparieinoltreèminoredi 10”). Nonsarebbe
correttorispondere“sononumeridispari”,perch́evi sononumeridisparichenoncompaiono
in S.

3.1.7 All’elemento1 possiamoassociarea, oppureb, oppurec; poi a 2 possiamoassociare
a, oppureb, oppurec, e cos̀ı via. In tutto si hanno34 applicazioni.

3.1.8C’è il sottoinsiemevuoto;poi 4 sottoinsiemiformatidaunsoloelemento;poi 6 formati
da dueelementi({1,2},{1,3}, ...,{3,4}); 4 di tre elementi(ciascunosi ottieneeliminando
unodeiquattroelementi);infineA stesso.In totale1+4+6+4+1 = 16sottoinsiemi.

3.1.9 In bassoa sinistramancaun numero,minore di 3: può trattarsidi 0, di 1 o di 2.
Prendiamoper esempio2: occorretracciareuna freccia da 5 a 2 e a 1, da 4 a 3, da 2 a
1.

* * *
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3.2.1Vi sonovarieapplicazionisuriettive di A in B. Ne otteniamounaassociandoa 1,2,3,4
rispettivamentea,b,c,c. Nonvi sonoapplicazioniiniettive,perch́edueelementidi Adebbono
averelo stessocorrispondente.In particolare,nonvi sonoapplicazionibiiettivedi A in B.

3.2.2Esistonomolteapplicazionidi ciascunodei tipi richiesti. Ad esempioquellein Figura
5.
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applicazionesuriettiva (i punti
daA a B compresosi proiettano
daO; gli altri daU)

applicazionechenon è iniettiva
eneppuresuriettiva (tutti i punti
di s sonoproiettatinelpuntoA)

Figura5.

3.2.3Unapossibilerispostàe: “... èmultiplo di ...”.

3.2.4Un esempiopossibileè: “due retter,snonhannopunti comunio sonocoincidenti”.

36



Un altropossibileesempiòe il seguente.SiaP unpuntoarbitrariodelpiano;dueretter,s
sonoequivalentisepassanoentrambeperil puntoP oppureseentrambenonlo contengono.
Le rettedel pianorisultanoin questomodosuddivise in dueclassidi equivalenza:le rette
passantiperP (unaclasse)e tuttele altre(l’altra classe).

3.2.5Si osserviche( f ◦g)(x) = f (g(x)). Postoy = f (x) = 2x, si haz = g(y) = g( f (x)) =
(2x)2 = 4x2: quindi (g◦ f )(x) = 4x2. Invece( f ◦g)(x) = 2x2.

3.2.6A e B sonocertamentedi tipo diverso,perch́e fannoaffermazioniopposte.Non si può
dire altro: A può essereun cavaliere,e B un furfante;oppureA ha mentito,e allora è un
furfante,eB hadettola verità,edèun cavaliere.

3.2.7NegarecheGigi abbiatutt’e duele qualit̀a,vuol direcheglienemancaalmenouna,cioè
nonèbuonoononèattento.È dunquecorrettala risposta“Gigi ècattivoo disattento”.Spesso
si credechela rispostagiustasia“Gigi è cattivo e disattento”:manonsi può pretendereche
Gigi abbiatutt’e duele ‘qualità negative’.

3.2.8Rispostagiusta:c). La b) nonva beneperch́e nellaparolaANCONA mancala “R”; la
parolaANCORAGGIO contienetutte le lettereA, C, N, O, R, macontieneanche“G” e “I”.
Quantoalla rispostaa), è verochel’insieme{A, C, N, O, R} si ottieneprendendole prime
16 letteree togliendonequalcuna,ma non si può dire che in questomodosi ottenga solo
taleinsieme,e quindi nonsi può dire cheessosial’insiemecos̀ı fatto(la domandasi poteva
formulareanchedicendo“trovateunapropriet̀acaratteristicadell’insieme{A, C, N, O, R}”:
quellaespressadalla rispostaa) non si può considerarecaratteristicaper il nostroinsieme,
perch́enonvieneprecisatoquali letteresi debbanotogliere).

3.2.9Rispostagiusta:b). Infatti sesi affermachela tesiq è falsa,cioèche“non q” èvera,non
può essereveral’ipotesi p (altrimenti sarebbeveraancheq); quindi da “non q” segue“non
p”. Esempio:p: “Il quadrilateroABCD è un rettangolo”;q: “Il quadrilateroABCD si può
inscriverein unacirconferenza”.Osservatechea) nonva bene,comesi vededall’esempio:
seABCD non è un rettangolo,nonsi può dire chenonsia inscrivibile in unacirconferenza.
Anchec) nonvabene,perlo stessomotivo.
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