4.3 Rispostecommentate

4.1.1Perrispondereaalla domandgostaoccorrericordarela notaproprieg deitriangoli: “in
ognitriangolociascunlato € minoredellasommadegli altri due”. Di consguenzde misure
assg@nateperle lunghezzalei sgmentidevonosoddisérele tre disuguaglianze

a+b>c, b+c>a c+a>h

Tali relazionisononotecol nome“disuguaglianzeriangolari”.

Per costruiregraficamental triangolo si pud procederecome segue. Fissatouno dei tre
segmentiassgnati, sia per esempicAA quellodi misuraa, si traccinole circonferenzeB,
C chehannorispettvamenteraggi di misurab e ¢ e i cui centri sonorispettvamentesugli
estremiA e A’ del sggmento.

SeB eC siincontrandn duepuntidistinti P e Q, i triangoli AA'P oppureAA'Q sonole figure
cercate.SeP = Q (e quindi P & sullarettaAA) oppureB e C nonhannopuntiin comune,jl
triangolocercatononesiste.

Gli ultimi duecasisi verificanorispettvamentenelle seguentieventualif. SihaP = Q seal
postodi unadelle disuguaglianzei haunaidentita e quindi uno dei segmentie ugualealla
sommadegli altri due. Le circonferenzeB e C sonoprive di puntiin comuneseunadelle
tre disuguaglianzeion & verificata,senzachevalga al suopostounaidentita. Si osserviin
propositoche,essenda, b, c maggioridi zero,al pill unadelletre disuguaglianz@uo essere
violata.

Lo studentes invitato a realizzareeffettivamentda costruzionandicata,assumendoa = 2,
b = 3, c = 4 (misureespresseispettoad unaunita di misuraprefissata).

4.1.2Sitrattadi un classicoesercizida cui soluzionesi trova suognilibro di testo.Ricordia-
mo cheil centrodellacirconferenzanscritta(incentro)eil puntodi incontrodelle bisettrici
degli angolideltriangolo;il centrodellacirconferenzaircoscritta(circocentrok il puntodi

incontrodegli assidei lati deltriangolo. Lo studentes fortementeinvitato a realizzareeffet-

tivamentda costruzioneichiestae ad accompagnarlaon unabreve giustificazionescritta,

senzdarericorsoin un primo momentcadalcunlibro. Terminatol’eserciziosa@a opportuno
controllaresullibro di testola correttezzae la adeguatezzalel procedimentseguito.

4.1.3a) SiaABCD il quadrilateranscrittoin unacirconferenzali centroO (Figura6). Ri-
cordiamoorail nototeoremd'ogni angoloalla circonferenza la met dell’angoloal centro
cheinsistesullo stessarco”.

Consideriamayuindi gli angoli BAD e BCA?D del quadrilatero:ciascunadi essie la meta
di unodeidueangolial centroindividuati dalle semiretteOB e OD (I'uno corvessce I'altro
concao o, eventualmentegntrambipiatti).

Poicte la sommadi questidueangolial centroe in ogni casoun angologiro, la somma

N A
BAD + BCD risultaugualead un angolopiatto.

42



Figura6.

b) SiaABCD il quadrilatercircoscrittoadunacirconferenzali centroO e sianoH, K, L, M
rispettvamente puntidi contattodeilati AB, BC, CD, DA (Figura7).

Ricordandole propriet delle tangentiad una circonferenzacondotteda un suo punto
esternosi hannole sgguentirelazionitrale lunghezzealei sgmenti:

AH =AM, BH =BK, CL=CK, DL =DM.
Da questeuguaglianzesommandanembroa membrosi ottiene:
AH+BH+CL+DL =AM+ BK+CK + DM,
cioe
AB+CD =BC+AD.
Ossewazione Le proposizioni(a), (b) sonocondizioninecessarieffinché un quadrilatero

sia, rispettvamentanscritto oppurecircoscrittoad unacirconferenzaQuesteduecondizioni
sonoperd anchesuficienti. Siinvitail lettoreinteressat@darneunadimostrazione.

4.1.4a) SiaABCDEF-.... un poligonocorvessadi n lati (e quindin vertici) e P un suopunto
interno(Figura8). Congiungendd® successiamenteconi vertici del poligonosi ottengono
tantitriangoli quantisonoi lati del poligonostessocioe n.

La sommadgyli angoliinternidi tutti questitriangoli € dunquen angolipiatti; sottraendo
daquestssommadueangolipiatti (ciog I'angolo giro costituitodallasommadi tutti gli angoli
di tali triangoli aventi vertice P) si ottienela sommadegli angoli interni del poligonoche
risultaquindiugualea (n— 2) angolipiatti.

b) Comee notoin un poligonocorvessosi chiamaangoloesternaoin un genericovertice
H I'angolo formatodallasemirettadi origine H, checontieneuno dei duelati del poligono
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Figura?.
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Figura8.
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uscentida H, e la semirettaoppostaa quella che contienel’altro lato per H. Dunquein
ogniverticedel poligonola sommadell’angolointernoe di un angoloesternaelativo aquel
verticee ugualeadunangolopiatto. Seil poligonohan vertici, la sommadi tutti i suoiangoli
interni e deirelatvi angoli esternié dunquen angolipiatti. Poicte & noto (proposizionga))
chela sommadegli n angoliinternié ugualea (n— 2) angolipiatti, senededucechela somma
degli n angoliesternié ugualea dueangolipiatti.

415
a) 3x+4y—-2=0;
b) ladistanza ¢;

¢) Larettatangentes unicapoiché il puntoassgnatoappartienealla circonferenzaja sua
equazion@2x—y=20.

4.1.6 Osserviamache I'area S e il volumeV di unasferadi raggior sonoproporzionali

i - 203 S _ 1 s =
rispettvamentear< er®. Neconsgueh= - = = equindi - = = = hs.
S rs A\ rs

4.1.7Indichiamocon | l'intersezionedi K contt Seil pianoT & paralleloal pianoy, I'in-
terseziond & unacirconferenzasei piani 1t e y si incontranosenzaessergerpendicolari
l'intersezionel eunaellisse;seT e perpendicolaraylintersezionel potraessereostituita
daduerette,unarettaoppuresa@ privadi punti, secondahelarettar, intersezioneli tcon
y, € secantetangenteoppureesternalla circonferenz4 .

In conclusionej casichesi posson@resentarsono:(a), (e), (f), (g), ().

4.1.8Le possibiliintersezionidi tre piani distinti dello spaziosono:
a) unarettar comuneai tre piani;

b) unsolopuntoP, quanda piani siincontranca duea dueseconddre rettedistintea, b, ¢
chepassangerP;

¢) l'insiemevuoto,quanda tre pianiassumonanadelle seguentiposizionireciproche:

i) sonoparallelitraloro;

i) siincontranoa due a due secondatre rette distinte e parallelea, b, c (i tre piani
formanocioe in questocasoun prismaillimitato di sezionetriangolaree spigoli
a,b,c);

iii) duedei tre piani sonoparalleli e questi,a loro volta, incontranoil terzo piano
secondaluerettea, b puredistintee parallele.
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4.1.9a) Vi e esattamentein piano che contiener ed & paralleloa s (cioe non ha punti in
comunecons). Essoeil pianodeterminatadar e daunagualunqueettas cheé parallelaa
sechepassaerunpuntodir.

b) Sele rettesghembe e s sonoortogonaliesisteesattamentan pianochecontiener ed
e perpendicolar@ s. Essoe il pianodeterminatadallarettar e dallarettat perpendicolare
comunear es. Ser es, sghembenonsonotraloro ortogonaliil pianorichiestononesiste.

* * *

4.2.1Risoluzionesintetica.

Seil puntoP e centrodi C, i puntidellacirconferenzaannotutti la stessalistanzadaP. Sia
dungueP diversodal centroC di C. | punti cercatisonoi punti M, N intersezionedi C con
la rettaPC. Perdimostrarloconsideriamad esempiail piu vicino a P dei duepunti M, N:

siaessoM. Il cerchioM, di centroP e passant@erM, étangenteaC in M, essendda retta
passant@perM e perpendicolara PC tangenteeomuneaC e M . DunqueC e M nonhanno
puntiin comuneoltreaM, e quindiM & tutto esternoo tuttointernoa C, secondahelo &il

puntoP. Allora la distanzada P di un qualsiasipuntoX di C, € maggioreo ugualea quella
di M daP. Ragionamentanalogaoperil puntoN.

Risoluzioneanalitica.

Perprocedereaalla risoluzioneanaliticae necessarion primo luogo scegliere in modo op-
portunoil sistemadi riferimento. Tale sceltava fattain mododa poteresprimerd dati del
problemanellaformacherendai calcolielaletturadeirisultatipiu semplicechesiapossibile,
avendoper curadi nonlederela generalid delleipotesi.

Supponiamara cheil puntoP siadiversodal centroC della circonferenza.Possiamo
fissarenel pianoun sistemadi riferimentocartesianqortogonalemonometricolaventel’o-
rigine degli assinel centroC e I'assedelle ascissecoincidentecon la rettaCP orientatoin
modocheP abbiaascissagositiva. Assumiamda lunghezzadel raggiodi C comeunita di
misura.ln tal casola circonferenz& avraequazione? +y? = 1 eil puntoP avracoordinate
(t,0), cont > 0. SeX = (a,b) & ungenericopuntodi C, la distanzad traP ed X sa@a data
dad? = (a—t)2 +b?. Ricordandachea? +b? = 1 sihad? = t2 — 2at 4 1 e quindi, set # 0,
d & minima o massimaal variaredi a secondoche € minimo o massimail valore (—2at).
Poicke il campodi variabilitadi ae —1 <a < 1, il minimo valoredi d si avra pera= 1,
il massimapera = —1. Il puntodi C piu vicino e quello pit lontanoda P sarannadunque,
rispettvamente,(1,0) e (—1,0). Si confermain questomodolo stessaisultatogia trovato
pervia sintetica.

SeP coincideconC, tutti i puntidellacirconferenzaannola stessalistanzadaP.

4.2.2 La proposizionee falsaperche esistealmenoun contro-esempiojnfatti in un trian-
golo rettangoloisoscelela bisettricedell’angolo retto € perpendicolarall'ipotenusa. La
proposizionee inveceverasee soloseunodeicatetihalunghezzaloppiadell'altro.
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4.2.3Entrambéde proposizionposson@sserassunteomedefinizionedi asseli unsegmen-
to e quindi I'altra proposizionepud costituirel’enunciatodi un teorema.La sceltadipende
essenzialmentdallenozionichei diversilibri di testovoglionoconsideraraotee daglistru-
mentiteorici chesonoa disposiziongerswlgerela dimostrazione.

Ad esempiosenello swlgimentodellateoriavieneintrodottapreliminarmentda nozionedi
riflessione(simmetria)rispettoad unaretta(ed € quindi notal’'esistenzae unicita dellaretta
passant@erun puntoe perpendicolaradunarettadata)la pit naturaledefinizionedi assedi
un sggmentoe formulatadall’enunciato(a). In questocasola proposiziongb) esprimeuna
importantepropriet delleriflessioni. Occorrea questdine distingueredueeventualit. Sela
riflessioneg statadefinitacomeunaparticolardsometriaallorala validitadellaproposizione
(b) eimmediata.Seinvecela riflessionee statasemplicementelefinitacomeunaparticolare
biiezione,allorala proposiziongb) va dimostratanel contestopit ampioin cui si dimostra
chele riflessionisonoisometrie.

Al contrario,senel libro di testoe stataintrodottapreliminarmentda nozionedi distanza
tra duepunti del piano(oppure,il chee lo stessola nozionedi congruenzara segmentidel
piano) € naturaleallora assumereomedefinizionedi assedi un sggmentol’enunciato(b).
Occorrepoiintrodurrela definizionedi puntomediodi un segmento di retteperpendicolare
il teoremadi esistenza unicita dellaretta,passant@erun puntoassgnatoe perpendicolare
adunarettadata. Con questistrumenti,e sullabasedei criteri di congruenzalei triangoli, &
possibiledimostrarecheil luogodefinitoin (b) € unarettae chetalerettapossiedée propriet
enunciaten (a).

4.2.4(Risoluzioneanalitica).Siassumande dueretteperpendicolarcomeassidi unsistema
di riferimento cartesiangqortogonalemonometrico). Il luogo cercatoe costituito dai punti
P = (x,y) le cui coordinatesoddis&nola disequazionéx| + |y| < 1.

Tale luogo consistenei punti interni e nel contornodel quadratodi vertici (0,1), (1,0),
(0,-1), (—1,0).

4.2.5Un puntoP del pianoé puntointernoal triangolosesi trova, rispettoa ciascunaetta
checontieneun lato, nello stessesemipiancchecontienell verticerestante Perriconoscere
guestofatto bastascrivere I'equazionedi ognunodei lati, poniamoax+ by+ ¢ = 0, e poi
controllarese, sostituendal postodelle coordinatecorrentile coordinatedel puntoP e, ri-
spettvamentedel terzovertice,il primo membrodella equaziongax+ by+ c) assumejn
entrambii casi,lo stess@agno. Il puntoP sarinvecesul bordodeltriangolosecoincidecon
unodei vertici oppurerisultainterno,conriferimentoa duedelle tre rette checontengonao
lati, edappartienenveceallaterzaretta.

Nel casoparticolarepropostde equazionideilati deltriangolosono:rettaAB 4x — 5y + 11 =
0, rettaAC 4x+ 4y — 16 = 0, rettaBC 8x—y—41= 0. Indicatiorai primi membridi queste
equazionrispettvamenteconle espressioni

c(X,y) =4x—5y+11, b(x,y) =4x+4y—16, a(x,y) =8x—y—41
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si ottiene:

c(C)=¢(5,—-1)=20+5+11>0,c(P) =c(3,3) =12— 15+ 11> 0,
b(B) =b(6,7) = 24+28—-16>0,b(P) =b(3,3) =12+ 12-16> 0,
a(A)=a(1,3)=8-3-41<0,a(P)=a(3,3) =24—-3-41<0.

Il puntoP = (3, 3) risultaquindiinternoal triangoloABC.

4.2.6 La proposizione‘la cuna y (oppureil “luogo geometricoy’) e rappresentataalla
equazionef (x,y) = 0” significachey & l'insieme di tutti e soli i puntile cui coordinate
soddiséinol’equazionef (x,y) = 0. In questosensopud ancheaccaderehey nonconteng
punti, oppurechesiacompostalaun solopunto.

NellafamigliaF si trova unaretta(pera = 0) e un punto(il punto(0,0) pera= —1). Per
ogni altro valoredi a i luoghi geometriciappartenentallafamigliaF sonole circonferenze
di equazione

1 1
X2 +y?+ (1+ X+ (1+2)y=0.

Al variaredi a (a# 0, a# —1) essehannocentronel punto(—%};%) eraggiodi lun-

ghezzar = |§%1| Il luogodeicentridi F & dunquecontenutonellarettadi equazione
y = x. Datalerettava esclusail punto(f%, f%) chenon & centrodi alcunacirconferenza
dellafamigliaF (conakusodi linguaggiosi potrebbeanchedire chela circonferenzali F
aventecentronel punto(—%, — %) corrispondeal valore“infinito” del parametraa).
Perognivalorerealepositivo r, le circonferenzeali F chehannoraggiodi lunghezza, sono

dunquequelledi centro(r@,r@) e (—r@,—r@). Perogni valoredi r @ si trovano
quindiin F duecirconferenzelistinte;perr = @ si hainvecel’unica circonferenzali centro
(3.3).

4.2.7Peril significatodellaespressiongequazionedi unluogodi punti” si vedaquantogia

dettonellarispostaal Quesito4.2.6.
Le equazionproposteappresentanaispettvamentej seguentiluoghi:

a) unacirconferenzgcentro(0,0), raggiol);
b) unpunto((0,0));

C) nessurpunto;

d) unaretta(x+y=0);

e) unpunto((0,0));

f) duerette(y =X, y= —X);

g) unpunto((—1,—-1));
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h) duepunti((1,0), (—1,0)).

4.2.8

a) falsa;vedi(4.2.7,b);

b) falsa;vedi(4.2.7,d);

c) falsa;x? +2y? = 1 noné unacirconferenza;
d) falsa;vedi(4.2.7,c),oppure(4.2.7,9).

Dunquenessunalelle proposizionipropostee vera.
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