Esercizi di equazioni alle differenze del 10-4-13 - Soluzioni
E. Scoppola

Esercizio 1 - Dalla formula generale (vd. per es. Elaydi (1.2.4)) ricaviamo

n—1
y(n) =2""y(1) + Y 2nhTl3h =3n 522,
k=1

Esercizio 2 - Dall’equazione di punto fisso 2 4+ 3z = 2 ricaviamo i punti
di equilibrio zg = 0, x1 = —2. Per calcolare la stabilita valutiamo la derivata
prima

fllxy=2x+3, f(0)=3>1, f(-2)=-1

dunque il punto zq ¢ instabile mentre il punto x; € asintoticamente stabile poiché
la derivata Schwarziana e negativa.

Esercizio 3 - Dall’equazione di punto fisso 2 + ax + 1 = x ricaviamo i punti
di equilibrio
—(a—1)*+/(a—1)2-4
o= 0 DEVET "

e dunque
i) se |a — 1] < 2 cioé per a € (—1,3) non ci sono punti di equilibrio;

ii) per a = 3 un punto di equilibrio in -1, con f'(—=1) =1 e f”(z) = 2 dunque
instabile;

ili) per a = —1 un punto di equilibrio in 1 con f'(1) =1 e f”(z) = 2 dunque
instabile;

iv) per a > 3 e a < —1 due punti di equilibrio dati in (1). Per valutare
la stabilita di x4 valutiamo f/'(z+) = 1+ +/(a—1)?2 —4. Dunque z; &
instabile. Per z_ abbiamo: se a < 1++v8ea >1— \/g, dunque negli
intervalli a € (3,14 2v2) e a € (1 —2v/2,—1) abbiamo |f'(z_)] < 1 e
dunque asintotica stabilita. Se a > 1+ 2v/2 oppure a < 1 — 2v/2 abbiamo
|f(z_)] > 1 e dunque instabilita. Per a = 14 2+/2 abbiamo f/'(z_) = —1
con derivata Schwarziana negativa e dunque asintotica stabilita.



Esercizio 4 - I punti di equilibrio sono soluzioni di 22 + 2 — 1 = 0 e dunque

1456
=—

T+
I 2-cicli si ricavano dall’equazione di pinto fisso per la mappa f? cioe
1-(1-2?)?-2=0
che puo essere riscritta come

z(1—z)(—2*—24+1)=0

dunque il 2-ciclo & {0, 1} asintoticamente stabile poiché |f'(0)f'(1)| =0 < 1.

Esercizio 5 - 1l polinomio caratteristico & A2 + 2\ +2 = 0 con radici —141i e
dunque soluzioni indipendenti

(=1+4)", (=1 =)™
La soluzione generale sara dunque

x(n) = r"(a; cosnb + as sinnh)

con r = /2 e 6 = arctan(—1) = —Z e imponendo le condizioni iniziali z(0) =
s

a1 =0 e (1) = —ragsin § = 1 ricaviamo la soluzione

xz(n) = 2% sin(n%)



