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Soluzione esercizio 1 - I parte

La soluzione dell’omogenea é data da:

a) Se = s>1
Tomog(t) = Ble_(6+\/m>t + Bze—(ﬁ—JB?i)t
b) Se 8 < 1:
Tomog(t) = Be™? cos(/1 = B2t + ¢)

c) Sep=1:
Tomog(t) = e '(By + Bat)

Il termine forzante: ha periodo 27 dunque w = wy = 1 e gli unici coefficienti di
Fourier non nulli sono

P C

f1:f71:§~

Se o > 0 abbiamo
T = —sint
part o
Se o« = 0 abbiamo il caso risonante con
Ct

Tpart = -5 sint

1) La soluzione z(t) = Zomog(t) +Zpart (t) decresce esponenzialmente se o > 0
eC=0.

2) limsup,_, o, |z(t)| = +o0 solo nel caso risonante dunque o = 0,C > 0.

3) Nel caso a = 2,C = 1 abbiamo la soluzione
_t 1.
x(t) = e *(B1 + Bat) + 3 sin ¢
e con i dati iniziali z(0) = 1,%(0) = 0 otteniamo B; = By = 1. dunque

1
z(t) =e t(14+1t) + 3 sint

Soluzione esercizio 2 - I parte



1) L’equazione del moto, di Newton, del punto materiale &

mﬁ:—vma=-¢p+mpux+m+2@2_n]

2) Il comportamento qualitativo del potenziale e delle curve di livello di F &
dato dal seguente grafico

(x+2)*(x*=1)

3) Per E = 0 calcoliamo le soluzioni di V(z) = E = 0 e otteniamo z =



-2, 2y = +1,2z_ = —1. Abbiamo dunque moti periodici in corrispon-
denza di E = 0 solo per z(0) € [—1,1] con periodo

r= F/ W*[/ x+2¢m

4) Oltre a questi abbiamo moto periodico per dati iniziali corrispondenti a
valori di energia E € (Ey,0) U (0, Eq) U (B4, +00) con

Eo=V(-—-+Y%), E I
0= V(5 + ), Bi=V(; -2
Soluzione esercizio II parte
1) Abbiamo OC = y/R? — ()2 = L e dunque otteniamo la lagrangiana
1 o, 1. 17, l . 9 )
£:§my +§M§0 —mgy—Mgism0—Ky + Klysing (1)

con equazioni del moto:

2

[“ .. l
miy = —mg — 2Ky + Klsin M§9=—MQ§COSQ+KZyCOSH (2)

2) I punti di equilibrio sono i punti critici del potenziale:

ov
— =mg+ 2Ky — Klsinf =0

dy

ov M

90 = =( 29 Ky)lcosf =0
Per cosf = 0 otteniamo i punti di equilibrio: (y1,61) = (KZQ_ng7 Z)e
(yo,62) = (ng}mg,%”). Se A = % < 1 abbiamo anche i punti

(y3,4,05,4) = (53¢, arcsin \).

Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde

) - 2K —Klcos6
V"(y,0) = ( —Klcos® —lSing(%_Ky)

nei diversi punti di equilibrio, ottenendo:

2K 0
V/I 70 — ( m >
(yl 1) 0 —Z(( ZM)!J—KTl)

dunque il punto (y1,61) & stabile se A < 1, instabile altrimenti.



2K 0
Vl/ 9 —
)= (g gy )

e dunque (yz,02) & stabile sempre. Se A < 1 otteniamo:

) B 2K —Klcosfs3 4
V"' (y3,4,03,4) = ( —Klcosbs 4 0 )

e dunque i punti (ys 4, 03,4) sono instabili.

Intorno al punto di equilibrio stabile (yo,62) =: qo, la lagrangiana delle

piccole oscillazioni espressa in termini delle variabili q := (y, ) ¢ data da:
1 . . ]- 1"

Lyo = 5(4,44) = 5 (@~ q0), V" (y2,62)(a — q0)) (4)

con

m 0
A:( )
0 M

Le pulsazioni proprie risultano determinate dall’equazione:

2K — w?m 0
det(V"(y2,09) —w?A) =0 =
(V" (yz2,02) — w”A) 0 l((m—gM)g_i_%)_ngTl?

s 2K _ (m+M)g+Kl
da cui w = /2% e w = /3180,
La nuova lagrangiana nel sistema di riferimento solidale con II e’:

Ll =L- Vcem‘,r (5)

con Veeptr = —%MWQ% cos?6. I nuovi punti di equilibrio si ottengono

dalle equazioni:

l 2
mg+ 2Ky — Klsinf =0 [Mgg—Kyl—l—MwQEsinG]cosQ:O

Per cosf = 0 otteniamo gli stessi punti (y1,61) e (y2,602) di prima. Se

N o= %ﬁ% < 1 abbiamo anche i due punti: (XL — 224 arcsin \').



