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Soluzione esercizio 1

1)

Usando la centralita del campo di forza, dalla conservazione del momento
angolare, si puo dedurre che il moto & planare. Usando coordinate polari sul
piano dove si svolge il moto, individuato dai dati iniziali, possiamo scrivere le
equazioni del moto:
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Il potenziale efficace ha il comportamento riportato nella figura seguente. Ha
un unico minimo nel punto r. = %\/ 1+ +/1+ 8L2. Questo punto r. associato
ad una velocita nulla rappresenta un punto di equilibrio per il moto radiale.
Nel piano dove avviene il moto questo punto di equilibrio corrisponde ad una
orbita circolare di raggio r. percorsa con velocita angolare costante qb = T% Le
altre orbite nello spazio delle fasi della variabile radiale sono orbite perioaiche
poiché il potenziale efficace tende a infinito sia per r — 0 che per r — oo
e dunque per ogni valore dei dati iniziali eccetto 7(0) = 7. con 7(0) = 0,
corrispondente al punto di equilibrio discusso sopra, esiste una coppia di punti
di inversione del moto 74, che risolvono ’equazione

Veps(r) =E

dove F indica ’energia totale determinata dai dati iniziali
1,
B = 5#0) + Veys (r(0)).

Le orbite nello spazio delle fasi radiale sono descritte dal disegno che segue. A
queste orbite periodiche nel piano delle fasi r, 7, corrispondono nel piano dove
avviene il moto, orbite che si svolgono nella corona circolare compresa tra r_
ed T+.
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3) Per quanto detto nel punto precedente abbiamo che per qualunque dato in-
iziale il moto avviene in un regione limitata dello spazio. Questo vale anche
nel caso particolare di dati iniziali x(0) e %X(0) paralleli, in cui L = 0 ed il
moto avviene sulla retta definita dai dati iniziali.

4) T dati iniziali cui fa seguito un moto circolare uniforme di raggio unitario sono

con ¢(0) qualsiasi e ¢(0) tale che

rc:%\/1+\/1+8L2:1

che equivale a richiedere L = 1 e dunque (;5(0) = 1. Otteniamo dunque che il

periodo di questo moto circolare uniforme & dato da T = %r = 2.



5) Per dati iniziali arbitrari la condizione di chiusura dell’orbita che si svolge
nella corona tra r_ e ry é:
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Soluzione esercizio 2

1) Per i centri Cy e Cy abbiamo le coordinate
r1 =rsinfy, y1 = —rcos b

T9 = 3rsin by, Yo = —31 cos by

e, indicando con ¢1 e ¢2 le velocita angolari con cui i dischi ruotano attorno
ai loro baricentri, otteniamo le condizioni di rotolamento

. Vo . . Vo .
o= el _jay gy = el g,
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da cui, applicando il teorema di Koenig, otteniamo per ’energia cinetica

1 : 1myr? . 3 :
Tl = §m1’r29% + 579% = zml’l"Qe%
1 . 1mar? . 3 :
T = §m29r29§ + 3 5 902 = im17°239§
L’energia potenziale ¢ la somma del potenziale gravitazionale e di quello elas-
tico
V=V, + V=

1
= —my gr cos 1 —3magr cos 02+§Kr2 [(sin 61 —3sin f3)?+(cos §; —3 cos B)?| =

= —mygr(cos @y + cos ) — 3K7? cos(f; — 2) + cost

da cui
L= %mlrz(% +362) + mygr(cos 0 + cosby) + 3K 1% cos(6; — ) (1)

con equazioni del moto:

3 .

§m1r201 = —mygrsinf; — 3Kr?sin(f; — 65) (2)
9 .

§m1r292 = —mygrsinfy + 3Kr%sin(f; — 65) (3)



2) I punti di equilibrio sono i punti critici del potenziale:

8—‘/ = migrsinb, + 3Kr? sin(f, —62) =0
00,
8—‘/ = migrsinfy — 3K7r? sin(6, —602) =0
065

Sommando otteniamo mqgr(sinf; + sinfy) = 0 da cui
0y = —01, oppure 6Oy =m+064
e sostituendo nella prima equazione ricaviamo
mygrsin@; + 3Kr?2sinfy cosf; =0 nel caso 6y = —6;

migrsinfy =0 nel caso 0y =7 + 6.

Riassumendo otteniamo i punti di equilibrio
(07 0), (7T7 71—)’ (07 77)7 (71'7 0)

e se A := 712 < 1 abbiamo anche i punti

T 6Kr

(0,—0) con 6= arccos(—\).

Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde
V7(6y,0,) = (97 €08 61 + 3Kr? cos(61 — 65) —3Kr? cos(61 — 65)
Lu2) = —3K7r?cos(01 — 65) mygr cos Ba + 3Kr? cos(01 — 65)
(4)

nei diversi punti di equilibrio, ottenendo:

" o magr+ 3Kr? —3K7r?
V7(0,0) = ( —3K7r? migr + 3Kr?

che ha determinante e traccia positivi, dunque il punto e stabile.

V7 () = —mygr + 3Kr? —3Kr?
S —3K7r? —magr + 3Kr?
che ha determinante positivo se A > 1, ma , in questo caso, ha traccia negativa.

Dungque il punto (7, 7) & un massimo se A > 1 e un punto di sella se A < 1, in
tutti i casi instabile.

" ~( migr — 3Kr? 3K7r?
VIO, m) = < 3K +mygr — 3Kr?

con determinante e e traccia negativi e dunque sella instabile e analogamente
instabile & il punto (7, 0) con

" _( —magr — 3Kr? 3Kr?
Vi, 0) = ( 3Kr? —mygr — 3Kr?
Nel caso A < 1 abbiamo gli altri due punti di equilibrio (6, —):

V"(é 75) _ —Amygr + 3K7r? cos 20 —3K7r2cos20 -
’ —3K7r?cos 20 —Amagr + 3Kr? cos 20

con determinante positivo e traccia negativa, dunque questi punti sono dei
massimi e dunque sono instabili.



3) Intorno al punto di equilibrio stabile (0,0) la lagrangiana delle piccole oscil-
lazioni espressa in termini delle variabili q := (61, 62) ¢ data da:

Lo = 5(648) — 5 (a.V"(0,0)a) o)

con

3 2
_ smyr 0
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4) Se il piano IT & messo in rotazione, nel riferimento K solidale con IT dobbiamo
sottrarre alla lagrangiana precedente il potenziale centrifugo dei due dischi
ottenendo

L= %mlrz(éf + 302) + mygr(cos; + cosfy) + 3K12 cos(6; — 02)+

1
—i-fmlwzr?

1
5 sin? 01 + §m1w23r2 sin? 6.



