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Soluzione del II esonero FM210 del 7-1-15
E. Scoppola

Per il centro C' del disco abbiamo:
o = R, Yo =1y
e per il centro G dell’asta
zg = R+ Rcosf, yg =y — Rsind

da cui, applicando il teorema di Konig ed utilizzando la condizione di
rotolamento

= R¢ da cui ¢ = =
y = Ro ¢=7
otteniamo per il disco:
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e per l'asta

1 . . 1mR? . 1 4 .. .
Tap = im[R292+y2—23'/9Rcos 9]+§m3 6? = im[§R292+92—2yﬁRcos 9}

Per lenergia potenziale abbiamo
1
Vg = (M +m)gy — mgRsin6, Vo = iK(nyRsinﬁ)2
da cui

3 14, . )
L= iMy'2+§m[§R26‘2+y2—23)9R cos 9} —(M+m)gy+mgRsin 0—§K(y—2R sin 0)?

con equazioni del moto

(%M—i—m)gj — mR6cosf +mRO?sinf = —(M +m)g — K(y — 2Rsin )

4 i
ngQH —mRjjcosd =mgRcos + 2K Rcos(y — 2Rsin0)

I punti di equilibrio sono i punti nello spazio delle fasi che corrispondono

al punti critici del potenziale con velocita nulla. Per trovare i punti critici

poniamo:
W:(M—l—m)g—i—l(y—QKRsinH:O (1)
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Poiché quando & verificata I'equazione (1) la parentesi quadra in (2) &
sempre positiva e vale (2M + m)g, abbiamo solo da considerare gli zeri

= Rcosf| —mg+4KRsinf —2Ky| =0 (2)

del coseno e usando la relazione y = 2Rsin — W otteniamo i punti
critici:

M+mg = M+m)g 37
(v, 00) = 2R — LLEMI Ty ) (ag (Lt mg 3T,

K 2 K 2

Per studiare la stabilita basta valutare la matrice delle derivate seconde per
determinare se questi punti critici sono massimi o minimi del potenziale:

. K —2KRcosf
Viy.0) = —2KRcos 6 —Rsine[—mg—l—élKRsinQ—QKy} + 4K R?cos? 6

Otteniamo per (y1,61)

V" (y1,0,) = ( 10( _Rg(zg4+m) )

e dunque (y1,61,0,0) & instabile. Per (ys2,62) abbiamo:

V" (ya,02) = ( Ig Rg(?]\2+m) >

e dunque (y2,62,0,0) & stabile.

Intorno al punto (ys2, #3) abbiamo la lagrangiana delle piccole oscillazioni,
espressa in termini delle variabili q := (y, 9):

1, . . 1
po = i(q’ Aq) — 5 ((q —do), V”(Qo)(q - QO)) (3)

con qo = (y2,02) ed
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Le pulsazioni proprie risultano determinate dall’equazione:

_,2(3
det(V"@z,eQ)sz)o‘K w?(3M +m) 0

0 Rg(2M +m) — w*3mR?

iw =,/ . /M odi
da cui wy = gM+m e wy = e dunque periodi
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4) La lagrangiana nel sistema di riferimento in rotazione si ottiene dalla la-
grangiana trovata al punto 1) sottraendo il potenziale centrifugo:

»CK =L- chentr,disco — Vecentr,AB-

Per il disco abbiamo Vientr disco costante, infatti

1 M R 27
‘/;entr,disca = _5(4‘)2@ /0 drA Td¢(R =+ 7 cos ¢)2

che non dipende dalle variabili lagrangiane y e 6. Per 'asta abbiamo

2R 1
2

4
Veentr,AB = 3% 5g ; ds(R+scos 0)* = 5w mR? [g cos? 042 cos 0 | +cost



