Tutorato 5 - FM210

Soluzione Esercizio 1

)

Dal teorema di Koenig otteniamo per ’energia cinetica dell’asta

1 1 ml?
Tap = =my —6?
ap = 5mi 45
Il potenziale gravitazionale ¢ V, = mgy e quello elastico, a meno di
costanti, ¢ Vi = %K(y2 + lycos#). La lagrangiana dunque é:
1 1 mi?

L=-my*+ =

. 1
2 _ K 2
5 519 0 — mgy 5 (y* + ly cos )

con equazioni del moto:

1 2
mg’j:—mg—Ky—ichosg, m—ﬂ—ley&nG

I punti di equilibrio corrispondono ai punti critici del potenziale:

ov 1
—=mg+ Ky+ =Klcos§ =0
dy 2

oV 1
— = ——Klysin0 =0
ag — 2 Yo
cioe i punti 6, = 0, 83 = m, con valori corrispondenti y; = —% — %,
2mg

Yy = — +7ese)\—

< 1 anche 03 4 = arccos(—\) con ys 4 = 0.

Per studlare la stabilita Valuto la matrice delle derivate seconde nei diversi
punti.

— Kl o050 Klsm@
9 _ P)
v = (g’ TR )

Klimg | 1 0
V”(al,yl)z( 2(KO+2) K)

e cio¢ il punto (61,y1) € stabile sempre.

Ki_mg 4 1y
V”(927y2):( 2 ( g+2) K)

e cio¢ il punto (62, y2) € stabile per A < 1 e instabile per A > 1.

da cui :



” 0 Kl sin g
1% (93,4,y3,4):< Kl sin 6 4 5 K N )

e dunque (03 4,¥3,4), quando essitono come punti di equilibrio, sono insta-
bili; per continuita per A = 1 il punto (62, y2) ¢ instabile.

Indicando le variabili lagrangiane con q = (6, y), intorno al punto di equi-
librio stabile qo = (f1,y1) la lagrangiana delle piccole oscillazioni é:

L0 = 5(@.44) — 5 (@~ a0), V(01 31))(a - o))

con

mi?
A= 12
< 0 m

Calcoliamo i potenziale centrifugo:

o
N—

+i 12
Veentr = — 2,’n/ SSlDG) = _*W2n;2 SlIl 0

Dunque la nuova lagrangiana nel sistema di riferimento in rotazione & data
da

l2
L =L+ wﬁsme

L’energia potenziale nel caso y = 0 ¢ data da

1 2ml
V(6) =55 sin? @

dunque il moto ¢ periodico sempre tranne per i dati iniziali:
0(0) = 3, 37” con 0(0) = 0, che corrispondono a punti di equilibrio;

0(0),6(0) corrispondenti a valori dell’energia

1 mi® 2 2 o2
E= 319 [9(0) — w’sin” 6(0)| =0,

che corrispondono a punti di equilibrio o a moti asintotici.



Soluzione Esercizio 2

1)

L’energia cinetica si puo calcolare utilizzando il teorema di Steiner. Os-
serviamo che, avendo orientato I’asse y verso il basso abbiamo:

rc = Rsin6 Yo = Rcosf
e dunque

T = %(QMRz)éz + %mg'f

L’energia potenziale ¢ la somma del potenziale gravitazionale e di quello
elastico

1
V =—mgy — MgRcos + §K(y2 — 2Ry cos )
La lagrangiana e quindi:
. 1 1
L= MR+ imgf +mgy + MgR cos6 — §K(y2 —2Rycosf) (2)

Le equazioni del moto sono:

2MR?0 = —MgRsin# — K Rysin 6 (3)
mij =mg — Ky + KRcos#6 (4)
I punti di equilibrio corrispondono ai punti critici del potenziale:
ov
8—V:Ky—KRcosﬂ—mgzo (6)
Ay
da cui i punti critici:
m m
(O1,92) = (0,57 +R)  (O2,92) = (v, 72 ~ R) (7)
ese X := M9 1 anche (4 O34 = - =y, =
: e 3.4,Y3.4) con B3 4 = arccos(—A) € Y3 = ya
2.

Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde

" _( Rcos(Mg+ Ky) KRsin6
Vi) = ( KRsing K

nei diversi punti critici.



, R(Mg+mg+ KR) 0
V/(017y1)< ( g Og ) K)

e dunque il punto di equilibrio (6, y1) & stabile;

R(Mg+mg—KR) 0 )

V" (09, 12) = ( B 0 K (10)

che e instabile per A > 1 e stabile per A < 1. Per A < 1 abbiamo per i
punti (3.4, y3,4):

0 +K Rsin 03 4 )

" =
V"(03,4,y3,4) = ( FKRsinfs 4 K )

che ha determinante negativo e dunque i punti di equilibrio (654, ys3,4)
sono instabili quando esistono.

La lagrangiana delle piccole oscillazioni intorno al punto x; = (61,y1) si
puo scrivere in forma vettoriale, con x = (0, y):

Lo = 5o AR) = L (06— x0), V7 (1) (x — 1))

2
con )
. ( 2MR? 0 )
0 m
con pulsazioni proprie
KA +1) ] K
w1 = 72]\4 5 Wo = m .

Per calcolare la lagrangiana nel sistema di riferimento in rotazione bisogna
sottrarre alla lagrangiana trovata al punto 1) il potenziale centrifugo che
si ottiene calcolando

1 2 1
Veentr = finpR/ (Rsinf + Rcos ¢)2d¢ = finmRz sin? 6 + cost
0



