Tutorato 6 - FM210

Soluzione Esercizio 1

1)

Abbiamo OC = /R? — (%)2 = é, applicando il teorema di Koenig abbi-
amo )
1 1mre . 1 3
Tiscozf 7 ———¢* = —myP=
d M T = i

avendo usato la condizione di puro rotolamento r¢ =y e

1. 12, 1 M2 . 1 1
Tas a — 7M*92 *792 = *M1292*
ta = 5 M 59 2 3

e dunque otteniamo la lagrangiana

3 112, l
£:ngf—l—§M§92—mgy—MgisiHG—KyQ—f—KlysinG (1)

con equazioni del moto:
2

?. l
gmgj:fmngKerKlSin@ M§9:7Mg§cos0+Klycos€) (2)

I punti di equilibrio sono i punti critici del potenziale:
ov
— =mg+2Ky— Klsin =0
dy
ov M
30 = <Tg — Ky)lcos =0
. . 9. - l-mg =«
Per cosf = 0 otteniamo i punti di equilibrio: (y1,61) = (KQK £,%) e
(y2,02) = (—Kl;ng, 3). Se A = % < 1 abbiamo anche i punti

(y3,4,03.4) = (%, arcsin \).

Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde

" B 2K —Klcosf
Vil 0) = ( ~Klcos —Isinf(*%¢ — Ky)

nei diversi punti di equilibrio, ottenendo:

2K 0
V/l ’0 — ( m >
(y1,61) 0 —i(lmd, K1y

dunque il punto (y1,6;) € stabile se A < 1, instabile per A > 1.



2K 0
Vl/ 9 —
)= (g gy )

e dunque (yz,02) & stabile sempre. Se A < 1 otteniamo:

) B 2K —Klcosfs3 4
V"' (y3,4,03,4) = ( —Klcosbs 4 0 )

e dunque i punti (y34,6s.4) sono instabili. Per continuita nel caso A = 1,
il punto (y1,6;) & instabile

Intorno al punto di equilibrio stabile (y2,62) =: qo, la lagrangiana delle

piccole oscillazioni espressa in termini delle variabili q := (y, ) ¢ data da:
1 . . 1 1"

Lyo = 5(01, Aq) — 5 ((q —do),V"(qo0)(a — QO)) (4)

con

3 0
()
0o M

Le pulsazioni proprie risultano determinate dall’equazione:

2K —w?2m 0

det(V" (y2,02) —w?A) =0 = 2
om0 =) =0=| HEE i Sy o

i —9./ XK — (m+M)g+ Kl
da cui wo = 24/5- ewp =1/3 SN .

La nuova lagrangiana nel sistema di riferimento solidale con II €’:
L'=L— Veentr (5)

2 . . . 1 . .
con Veepir = —%sz% cos? 6. I nuovi punti di equilibrio si ottengono
dalle equazioni:

l 12
mg+ 2Ky — Klsinf =0 [Mginyl+Mw2€sin0]c080:0

Per cos = 0 otteniamo gli stessi punti (y1,61) e (y2,02) di prima. Se

N o= % < 1 abbiamo anche i due punti: (XL — 2} arcsin \').



Soluzione Esercizio 2

1)

Siano x1, xo e 0 le variabili lagrangiane, abbiamo y; =0 e yo = —ax% ed
utilizzando il teorema di Koenig abbiamo per ’energia cinetica:

1 . 1 . 1moL? .
T = imlzf + §m2x§(1 + 4a*x3) + 5?02

L’energia potenziale gravitazionale é
V, = —magaz;
e quella elastica
Ve = %K((fﬁ —x9)? + a2x3)
La lagrangiana & dunque:

1 o 1. 1 moL?
L= imlx%+§m2x§(l+4a2x§)+§ 13

: 1
92+mggax§—§K((m1 —25)%+a’x)

(6)

Le equazioni del moto sono:

mi1t1 = — Kz, + Ko (7)

Mmaodo(1+4a’x3) = —4mya’zois 4 2magazry — K (x1 — x0) + 2K a3 (8)
d W’L2L2 .

— 0=0 9

dt 12 9)
m,2L2

La variabile ¢ ¢ ciclica e ne deriva *#5—60 = py = cost costante. L’energia
totale € anche costante poiché il sistema e conservativo. La lagrangiana
ridotta risulta essere

1 5, 1 1
L, = imlx%+§m2x§(1+4a2x§)+m2gaz§fiK((xlfzg)erazxé) (10)

I punti di equilibrio corrispondono ai punti critici del potenziale:
ov
— =K(x; — =0 11
e (21 — @2) (11)
oV 2 3
a—=—2mggax2+Ka:2—Kx1+2Ka x5=0 (12)
o
da cui
Tr1 = T2 (13)



2ax5(Kars — mag) = 0

e dunque i punti critici:

N e (1)

Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde

" _ K -K
Vio,z) = ( —K —2maoga+ K + 6Ka*x3 (15)
nei diversi punti critici.
” - K -K
V7(0,0) = ( —-K —-2mgga+ K (16)

che ha determinante negativo dunque il punto (0,0) ¢ instabile.

1" mag mag, _ K -K
Vi Ke EV Ka) < ~K K +4maga ) (a7)

ha determinante e traccia positivi e dunque questi due punti sono stabili.

Intorno a ciascuno dei due punti di equilibrio stabile (£/522, £,/722)
la lagrangiana delle piccole oscillazioni espressa in termini delle variabili
q = (z1,22) & data da:

L a) — R V([ T29 [0
Lyo = 2(01,Aq) 5la—asV (+ oI Ja—ax)) (18)
con gy = (£+/ 2L, /27

A= (5 sy ) 9

Discutiamo innanzi tutto la periodicita del problema unidimensionale: se
z1 = 0 abbiamo:

1
V = —magax — iK(xg + a2x§)

Dobbiamo distinguere due casi

i)
ii)

2maga > K

2maoga < K



Nel caso i) la funzione V' ha un massimo in 0 e due minimi in +4/ % in
questo caso gli unici dati iniziali cui non fa seguito un moto periodico sono quelli
per cui l'energia totale é nulla oppure nei due punti di equilibrio i\/%
con velocita iniziale nulla.

Nel caso ii) il potenziale é sempre positivo con unico punto critico in 0 e
dunque l'unico dato iniziale cui non fa seguito un moto periodico é quello con
energia totale nulla.

Per il problema nel suo complesso, in 2 dimensioni, considerando quindi an-
che la variabile 0, ai dati iniziali ricavati precedentemente per il problema uni-
dimensionale fa seguito un moto periodico se si prende un dato iniziale 9(0) tale

che il periodo del moto di rotazione della sbarra Ty = % sia commensurabile
col periodo T' del problema unidimensionale discusso sopra, cioe 0(0) = %27”,

con n,m interi. Sono anche periodici i dati iniziali corrispondenti a punti di
equilibrio per il problema unidimensionale, per qualunque 6(0) # 0.

Soluzione Esercizio 3

1) Le coordinate del centro C' del disco sono
xc = lcos, yc = —R

e quelle del baricentro dell’asta

l l .
xgzicos& yG:fRJrismH

Dal teorema di Koenig otteniamo per 'energia cinetica dell’asta

1 1y  1mi?, 1mi? .
Tam — —m()262 4+ = g2 — 20 42 9
ap = omG)e Ty =550 (20
e per quella del disco
L. o 1 MR? 16 Lo o
Tp = §M1292 sin? 6 + 3 2R (E sinf)? = §M1292g sin? @ (21)
dove abbiamo usato la relazione di rotolamento QS = fﬁésin 0.

Il potenziale gravitazionale & V, = mgising e quello elastico & Vi =
3 KI? cos® . La lagrangiana dunque &

1mi? , 1 03 ! 1
£=-""02 7M1292§ sin? @ — mgs sinf — §Kl2 cos® 0 (22)

23 2



L’ equazione del moto e:

12 .. .. .
mgﬂ + ng20 sin 6 + 3M1%6% sin O cos 6 =

3 . l
= §Ml292 sin@cos@—mg§ cos @ + KI?sin 6 cos 0 (23)
I punti di equilibrio corrispondono ai punti critici del potenziale:
V' (0) = lcose[@ — Klsin6] =0 (24)
cioe i punti 8, = 77r 0y = 7r ese )\ := 2Kl < 1 anche #3 4 = arcsin \.

Per studiare la stabilita valuto la derivata seconda nei diversi punti.

V7 (0) = -1 sin@[% — Klsinf] — KI*cos? 0 (25)
da cui: V”(6) = [mgl KI?] e ciot il punto 6; & stabile per A < 1 e
instabile per A > 1; V7 (63) = [m;’l + KI%] > 0 e ciog il punto 65 ¢ stabile
sempre; V" (05 4) = —KI?cos? < 0 e dunque 65 4 sono instabili quando

esistono; per continuita per A = 1 il punto 6, & instabile.

Intorno al punto di equilibrio stabile 69 la lagrangiana delle piccole oscil-
lazioni e:
1ml? 53 1 .mgl
o= z—0>+ 7M1292777— KI2)(6 — 02)? 2
Loo =53 s KF0-0,)  (20)
ed il periodo & dunque
m o4 opf3
Tpo =21 %
: (57 + K]

L’energia potenziale nel caso mg > 2K ha solo due punti critici: 6, che e
un massimo e 5 che ¢ un minimo che corrispondono ai valori del potenziale
j:mgé. I moti sono dunque periodici se si escludono i dati iniziali 6(0) e

0(0) tali che I energia totale

1 mi? 1 .
B =M 00)2 4 Lanzgo)2d

l 1
2 b Lo 2
573 5 5 Sin 6(0) + mg—sin6(0) + 2Kl cos” 6(0)

2
¢ uguale a imgé.

Se il piano II & posto in rotazione, la nuova lagrangiana, nel sistema di
riferimento K solidale col piano, &

LK =L- Vcentr



con
chentr = Vceentr,AB + chentr,disco

dove, per simmetria, per il disco vale
% _ L cos?
centr,disco — _5(“] Ccos

mentre per ’asta

1, 2 Lo 2,0
Veentr AB = —=w p/ ds(scosf)” = ——w“mcos® —.
’ 277/, 2 3



