PROVA SCRITTA DEL GENNAIO 1989

Un sistema materiale pesante apparte-
nente ad un piano verticale m & costituito
da un’asta di massa trascurabile e lunghezza
! con un punto materiale P di massa M
fissato ad un suo estremo e con laltro
estremo incernierato in un punto O di =« e
da un punto materiale Q di massa m.

Q ¢ vincolato ad appartenere sia all’asta
che a una circonferenza di raggio R < % e
centro C passante per O (vedi figura). 1l
piano 7 ruota intorno alla verticale per O
con velocita angolare costante- w.

Si supponga assente ogni attrito e si
assuma come parametro di posizione ’angolo
¢ che OP forma con la verticale e si consideri il moto del sistema rispetto
ad un riferimento solidale con . Si risponda alle seguenti domande:

1) Scrivere la lagrangiana e I’equazione di Lagrange.
2) Nel caso di massa m trascurabile determinare le posizioni di equilibrio

discutendone la stabilita al variare di A = 4.

3) Sempre nel caso m = 0 si supponga w? = 24 e di far partire il sistema
dalla posizione ¢ = %. Dire per quali valori di ¢y = ¢(t = 0) si ha moto
oscillatorio e calcolare il periodo delle piccole oscillazioni.

Figura 118

Soluzione

1)
L= %mR24<,b2 + %M12¢2+
+ mgRcos 2¢p + Mgl cos p+
+ -;-mszz(sin 2¢0)? + %szﬂ sin? o
4mR*$ + MI2p = —2mgRsin
- — Mglsinp + mw?R?sin2¢p - 2 - cosg?a
+ Mw??sin ¢ cos ¢
2) V=—-Mgl.cosp —  Mw??sin .

Equilibrio = stazionarieta del potenziale.

dVv
— = Mglsinp — Mw212singocos<p
dp
dV
%=0¢>siu<p:0 5 cosw:_‘%
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Stabilita

= =T & sel

se A= >
Dunque s
minimo). Se .

= minimo =
Nel caso
quarta

(Si poteva de
3) 1l gra




p=p1=0 , ¢=p,=nsempre presenti

g .
¥ = 34 = L arccos —21 presentl se e solo se
w

Stabilita
| &2V
oz = Mgl cos p — Mw??(cos? @ —sin? p)
®
d’v
Jo7 =—-Mgl - M2 < sempre
P lp=x

= ¢ = m & sempre instabile (V' presenta un massimo).

d? :
—‘: = Mgl — Mw*? >
d(p @=0

se A=-L > 1.

minimo). Se Mgl — Mw?i? < 0 allora )

d*v Mg?
F = - {_)] + Mw212 >0
b P=¢3,4 =

= minimo = stabili.
Nel caso A =1

quarta
d*v

dpt

p=0

(Si poteva dedurre dall’analisi del grafico).
3) 1l grafico del potenziale é: r

+ Mgl
~N ey

Dunque se le posizioni ¥3,Pa non esistono ¢ = 0 & stabile

=3Mgl >0 = minimo = stabile

-

E
\ ARy
— 2 Myl

Figura 119
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Il moto e oscillatorio per

PROVA SCRIIT
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PROVA SCRITTA DEL LUGLIO 1990. I

In un piano Ozy due punti materiali P, e P, di masse my, my
sono vincolati, senza attrito, ai rami superiori delle iperboli di equazioni,
rispettivamente, y = £, y = —%, a> 0. Essi sono collegati mediante una
molla ideale di costante di richiamo k > 0. Si assumano come coordinate
lagrangiane del sistema le ordinate y; e yo di P, e P, e si risponde alle
seguenti domande:

1) nel caso in cui Ozy sia verticale scrivere la lagrangiana e le equazioni

di Lagrange;

2) sempre nel caso Ozy verticale, sia m; = m,. Determinare la posizione

di equilibrio discutendone la stabilita;

3) nel caso in cui Ozy sia orizzontale e P, sia fisso nell’origine, mostrare

che tutti i moti di P, sono oscillatori e determinare gli estremi di

oscillazione al variare dell’energia.

y

Figura 134
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Soluzione

1)

1 a a 2
V =migy + magy, + 5‘4{(—— —) + (31— yz)ZJ i
)1 Y2

1 a? 1 a?
L= = l - .2 = - '2_
2™ ( * yi‘) i gt (1 yé) )

-

2
— magys — %k [(i + i) + (1 —yz)z}

oL 24?2 , a a\ a

=g mme k(v ) 7
—k(y1 — y2)

oL a?\ .

o7 =m (14 )i

oL 2a? , a a\ a

g = Ty etk (4 ) v
"k(yz—yl)

oL . (1+ az) .
E 2 v Y2 .
Equazioni di Lagrange
a2 a2
—2m; —92 +m <1+—)" =
1 yi’, Y 1 y‘li N

a a\ a
:—m1g+k(— + —) — —k(y1 — v2)
Y Y2/ ¥

(12 .9 a2 .
—2m2—5y2+m2 (1+ —4) Yo =
Yo Y2

} =—ng+k<:—l+£g);—§—k(yz—y1).
? Significato fisico (non richiesto)
| ‘ .. .9 a .

1‘1=—Ey1+yz,—+l-y1 @ = (31, 4) .

B1=u
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Versore tangente all’iperbole

(39 (<
n +

I equazione intrinseca per il punto P,

—

)

miag = mia, -t = (—kP,P, + mg) -t .

Analogamente per Ps.
2) Equilibrio <= stazionarieta di V:

a

1 a 2
V = migys + magys + 5k [(—— + —) + (y1 - yz)z]
A\ Y2

m;p=mgy=m

ov a a a
s—=mg—k(— 4+ — ) 5 +k(y1 —ya) =0
o1 g (y1 yz) y? (w1 = 2)

ov ' a a a
ayz Y (y1 yz) Y3 (s2 = 31)

Sottraendo membro a membro:

a a 1 1
ka ——+—)(———)+2k ) =0
(y1 v2) \v: y} (v1 - v2)

1 1 -
ke (5 + 50) S vt n-w =0
192

la quantitd entro parantesi quadra & sempre > 0 => uniche soluzioni
Y1=Y2=yYy
2ka? _
mg — 7 =0=>y=y=

2ka2) 1/3

mg

= la soluzione & unica.

Stabilita: )
2V 3 2
AP (__ _ __) +k
dy? i vyl
2V 3 2
OV _ a2 (—_ _ __) +k
dy3 vs iy

o%v - ka? 1
By LI
0y10y2 Y1 Y2

1 SNa

H(ylyy2) = 5

~

Poiché %‘f{ >
stabile.
3) Problema

V(Va) =
V E >
dall’intervallo 1
oscillatorio fra

positive dell’eq




H(pun) = o’V 8V ( o2V )2
YoV = 50 T 5 T \Gnioys
Hy=%y=9 =

2 2 k2 2
(5';;’ +k) —(—;——k) >0 .

Poiché %‘,’- >0 = y = y2 =Y minimo relativo proprio per V = equilibrio
1
stabile.

3) Problema unidimensionale

1 a? 2 + +
V=-k ;2—+y , V:R" >R

V':0:>y4:a2 y:-}-\/c—z.
V(Va) = ka. Per E = Vnin = ka si ha la quiete in \/a
V E > ka linsieme I'(E) = {y € R* : V(y) > E} & costituito
dallintervallo y_(E), y4+(E), con V'(y_(E)) <0, V'(y4(E)) > 0 = il moto &
oscillatorio fra gli estremi y_(E) e y,(E). Essi sono dati dalle due soluzioni
2

positive dell’equazione: o +yi= £
E E?
=1/2 £4/2 a2 .
e 2 aE

Figura 135
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PROVA SCRITTA DEL LUGLIO 1990. II

In un piano verticale Ozy due punti materiali P1, P, di masse m;m,
sono vincolati, senza attrito, rispettivamente, all’asse y e al ramo superiore
dell’iperbole y = %, a>0. Essi sono collegati mediante una molla ideale dj
costante elastica k > 0. Si assumano come coordinate lagrangiane del sistema
le ordinate y; e y, di P, e P, e si risponde alle seguenti domande;

1) scrivere la lagrangiana’ e le equazioni di Lagrange;

2) determinare la posizione di equilibrio discutendone la stabilita;

3) scrivere la lagrangiana dei piccoli moti attorno alla posizione di equilibrio
stabile e, nel caso m; = 1, my = %, a=19g=1k= %, determinare le
pulsazioni proprie delle piccole oscillazioni.

)’,r

>

Figura 136
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Soluzione

B o . N
{1‘1—0 {IQ—E :{31_0 T2 = y_25y2
Y1 =y Y2 = Y2 Nn=u Y2 = Y2

i S | a?\ .
T = §m1yf+ §m2 (1+ _4) y%

1)

1 a?
V = migy1 + magys + 3 k (- + (y1 — y2)2>)

1. 1 a?\ .
= —mlyf +-m?({1+ = y% —migy1 — magys+
2 2 - Y
1 a?
-kl 5+ W—un 2)
2 (y%’ ( )
oL oL
_— = = —k — —_— = !
T myg (yl yz), E my
oL ka? a?
— =mag+ — — k(y2 — — 2my — 92
m W+ 3 (Y2 — u1) 2% Ya
oL (1+ az) .
—=m o i
092 : yg =
Equazioni di Lagrange
myy1 = —myg — k(y1 — y2)
a? . a? . ka?
ma (1+ —4) o —2my — U3 = —mag+ —5 —k(y2— 1) .
Y2 y Yz

2) Equilibrio <= stazionarieta di V

ov

— = k o = 0
oo myg + k(1 — y2)

oV ka?

0. mag e + k(y2 — v1)

ka?
=> (mp+ma)g— —5 =0
Ya

= 3! soluzione y; =7, y1 = Ya:

ka2 ka? mig
(m1 + m2)g

- 3

Y =




,

Stabilita: /
8’V [0°V _  3ka?
o7 oy Tt tE
2V
51/13.1/2 T

L’hessiano H & dato da

ka?
(3 ¢ +k)k-k2>0.
yz

2
Poiché a——‘,’— =k > 0= la posizione (¥;,7,) ¢ di minimo relativo proprio per
V= lequ1hbno ¢ stabile.

3) .
= 1 . .
L= §(T11’7f + Toztl + 2T12mn2)
1
— §(V117]f + 2Viaminz + Vaan3)
M=Y1-Y1,12=Y2—Y, .
L’ energia cinetica aveva originariamente la forma

2 2
= %Z E ank(y1, Y2)Yn Yk
h=1k=1

Thi = ahk(yly.gZ)) hak = 112: (yl = 1.71) y? = 172)

2
=>Tn=m T22=m2<1+ a:) y Tiz = 0

Y2
o*v
Vie = =
hk = 63/};63/1: !lx y2 ’ h)k 1w2
Vi=k  Vig=—k sz=k(1+?ﬁ‘4)
Y2
Perml_l,mg_%,gzl,azl,lcz%siha:'g2=1=>
r— (1 0) _ (32 -3/
0 1 -3/2 6.
Pulsazioni proprie w: A = w?

3/2-x —3/2) _ , 15
det(_3/2 6_/\>_ N FA+27=0

15 - V117 15 + V117

Furs T W=
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PROVA SCRITTA DELL’OTTOBRE 1990

Un punto materiale pesante P di massa m & vincolato bilateralmente,
in assenza di attrito, al paraboloide di equazione z = a(z? + y?), (a > 0, 2
verticale discendente, z e y orizzontali; vedi figura). P & collegato, mediante
una molla ideale di costante’di richiamo k > 0 all’origine O.
Si assumano come coordinate lagrangiane la distanza p di P dell’asse z
e langolo 6 € [0,27) che OP forma con lasse z. (P = (z,y,0) & la proiezione
di P sul piano orizzontale Ozy); si risponda alle seguenti domande;
1) scrivere la lagrangiana, le equazioni di Lagrange e dedurre, dalla forma
della lagrangiana le costanti del moto;
2) per A= 8% = 1 sia, a t =0, p(0) = po > 0, 6(0) = bp; determinare g
e 0o in modo tale che il moto fa seguito al dato iniziale pofy, pofo sia
circolare uniforme su una circonferenza orizzontale di raggio po e centro
sull’asse z;
3) supponiamo di introdurre su P Dulteriore vincolo di appartenenza al
piano zz.
Discutere, al variare di A = T2, D'esistenza di moti non periodici.

0
y 7
Vol il
s Yy //
s >,
7 e P
x i 5 7
7
- 7] hd
X op
L/
Z 4

Figura 138




Soluzione

1) Equazione del vincolo in coordinate cilindriche z = ap? = z = 2app.
Espressione generale dell’energia cinetica in coordinate cilindriche:

= %r’nvzz —;-rn(p2+p2é2+22) .

Nel nostro caso: ]
T = (6" + 0" + 4a’ %) .

Energia potenziale

1 ——
V= §IcOP2 —mgz =

.
V = gk(p® + a’p") — mgap®

1 , ok 2
L= sm([l+4a’p%)p* + p*0%) — 5(p" +a’p") + mgap

oL ,; OL

—_— = 0 -_— =

o5 """ ="

%Ip; = m(1+4a%p?)p

0L m m_ - k

O My 9. a2pp2 4+ Bopp2_ = 2 3 _
5 = 2 a*pp” + 5 2p0% — 5(2p +4a%p%) + 2mgap

Equazioni di Lagrange:

2mpp50l + mp29. =0
m(1+ 4a*p®)p+m -8 -a%p -;;2 =
= 4ma®pp® + mpb® — k(p + 2a*p%) + 2mgap
2mp-p-é+mpzé=0
= { m(1 + 4a2p?)j + 4ma?pp? — mpb? =
= —k(p + 2a%p®) + 2mgap .

Poiché L non dipende esplicitamente né da t né da @ si conservano l’energia
totale meccanica (in quanto essa coincide con l’energia generalizzata H dal
momento che i vincoli sono fissi):

1 . . k
5 (L + 46”15 + *0%) + 5(p* + a%p") — mgap® = E

e il momento angolare assiale rispetto all’asse z (che coincide con il momento
cinetico coniugato alla variabile ciclica 6)

mpzéz J .
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dVeﬂ' _
dp

Si ha m
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2) Utilizzando i due integrali primi del moto ci riduciamo al problema
unidimensionale radiale con potenziale:

J2
2mp?

k
Verr(p) = 3 a’p* +

lim Veg(p) = lim Veg(p) = 400
p_.0+ p—+00

dVeg 2 3 J?
= 2k — =
dp ¢ mp3
dv. 2 1/6
—fT_-0= p=p= J ; = punto di minimo relativo e assoluto .
dp 2kma
A
Ve
e )

Figura 139
Si ha moto circolare uniforme se il dato iniziale & tale che E = V.a(p)

1/6
cioé: pg =0 e J tale che pg = (%;) cioe
2ka?

oo = 0 0o = + .
Po 0 mPo

3) Abbiamo un problema unidimensionale: il moto di P sulla parabola di
equazione z = az? contenuta nel piano verticale Ozz.
Il potenziale, espresso nell’unica variabile z ha la forma
1 2, 2.4 2
V= §k(a: + a“z®) — mgaz

p=lzl .

Se £ <mga<= A> } il grafico di V ha la forma:
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%
\ /
X
)
Figura 140
Se, invece, % > mga si ha:
AV
> X
Figura 141

Per cui per A < % ogni moto (che non si riduca alla quiete) & oscillatorio;

mentre per A > % se £ =0 si ha moto asintotico.
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