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Esercizio 1

a) Sia Y una variabile casuale con distribuzione binomiale di parametri n e p.

— calcolare la funzione generatrice dei momenti

— calcolare il primo ed il secondo momento: EY e EY2.

b) Sia Xj, ..., X,, un campione casuale estratto da una distribuzione di Bernoulli
di parametro p

— determinare la distribuzione di

e determinare EX e la varianza varX.
c¢) Determinare la distribuzione di Z = nX +Y e calcolare EZ e EZ2.

d) Determinare la stima puntuale di p dal campione Xi, ..., X,, con il metodo
della massima verosimiglianza e confrontarlo col metodo dei momenti.

Esercizio 2

Si sostituisce un macchinario se il tempo medio di produzione di ogni singolo ele-
mento € minore di 10 minuti. Da un campione di 100 elementi si ottiene un tempo
medio di produzione di 10.5 minuti. Assumendo 0 = 9 e fissando una significativita
a = 0.05 stabilire se accettare I'ipotesi

Hyp: p<10 contro Hi: p>10

Esercizio 3
Data I’equazione alle differenze
z(n+1) = a(z*(n) + z(n))

determinare i punti di equilibrio e la loro stabilita al variare di a € R;..




Esercizio 4

Determinare un’equazione lineare omogenea a coeflicienti costanti che ha per soluzione

zn)=(1-2n)2"+1+n

Esercizio 5

Utilizzando il software Mathematica determinare 1’orbita dell’equazione alle dif-
ferenze dell’esercizio 3 con a = 1/2 e x(0) = 0.9.

Soluzioni

Esercizio 1

a) Sia Y una variabile casuale con distribuzione binomiale di parametri n e p.

— la funzione generatrice dei momenti é:

n

e W —

y=0

— il primo ed il secondo momento sono: EY = npe EY? = np(l +p(n— 1))

b) Sia X, ..., X,, un campione casuale estratto da una distribuzione di Bernoulli
di parametro p

— la distribuzione di Z?:l X; =nX ¢ una binomiale di parametyri n e p e

otteniamo EX = p e varX = w.

¢) La distribuzione di Z = nX + Y @& binomiale di parametri 2n e p e dunque
EZ =2np e EZ? = 2np(1 + p(2n — 1)).

d) La stima puntuale di p dal campione X7, ..., X, con il metodo della massima
verosimiglianza & data da p = Z infatti la funzione verosimiglianza e data da

n

L(p) = [[p" (1 —p)' =" = p=i®i (1 = p) 2™
i=1

da cui
log L(p) = nzlogp + n(l — z)log(l — p)

e annullandone la derivata otteniamo p = Z che coincide con la stima ottenuta
col metodo dei momenti.



Esercizio 2

Si sostituisce un macchinario se il tempo medio di produzione di ogni singolo ele-
mento ¢ minore di 10 minuti. Da un campione di 100 elementi si ottiene un tempo
medio di produzione di 10.5 minuti. Assumendo o = 9 e fissando una significativita
a = 0.05 stabilire se accettare 'ipotesi

Hy: p<10 contro Hip: p>10
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Considero la variabile casuale f;\;%" con oy = 10. Otteniamo f;“" = 2 =
1.66 > 1.645 e dunque rifiuto l'ipotesi Hy.
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Esercizio 3

Data ’equazione alle differenze
z(n+1) = a(z*(n) + z(n))
i punti di equilibrio sono soluzione dell’equazione di punto fisso
r = az(x® +1)

da cui otteniamo z¢ = 0 e 21 2 soluzioni dell’equazione 2241 = 1/a che ha soluzioni
reali diverse da zero solo se a < 1 date da 15 = +¢/2 — 1.

Per calcolare la stabilith valutiamo la derivata prima f'(z) = a(32? + 1), la
derivata seconda f”(x) = 6ax e la derivata terza f'(z) = 6a. Per il punto di
equilibrio z( otteniamo f’'(0) = a dunque stabile se a € (0, 1), instabile se a > 1.
Per a = 1 otteniamo ancora x¢ instabile dato che f(0) =0 e f'(0) = 6a > 0.

Sempre per ¢ € (0,1) abbiamo anche i punti di equilibrio z12 = + %— 1

instabili visto che f'(z) =a(32? + 1) =a(3( = 1)+ 1) =3 —2a > 1.

Esercizio 4

Determinare un’equazione lineare omogenea a coeflicienti costanti che ha per soluzione

zn)=(1-2n)2"+1+n

Abbiamo che le radici del polinomio caratteristico sono 2 ed 1 entrambe con
molteplicita 2, da cui otteniamo

A=22A=1)2=0=X"—6X3+13\2 — 12\ + 4
e dunque ’equazione alle differenze

z(n+4) —6x(n+3)+13z(n+2) — 122(n + 1) + 4x(n) = 0.



Esercizio 5

Utilizzando il software Mathematica determinare 1’orbita dell’equazione alle dif-
ferenze dell’esercizio 3 con a = 1/2 e x(0) = 0.9.
Utilizzare NestList.




