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Esercizio 1

Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy:
y = 2zy +z, con y(0) =0
Soluzione:

E’ un’equazione lineare del prim’ ordine con a(x) = 2, con primitiva A(z) = 22,

e b(xz) = x e dunque applicando la formula per le soluzioni delle equazioni lineari
otteniamo

y(x) = e’ (C’ +/e*"’”2xdx) = 612(0 _ %e*ﬁ) — et %

Utilizzando il dato iniziale otteniamo 0 = C' — % e dunque C = % e la soluzione del
problema di Cauchy &

Esercizio 2

Integrare la seguente equazione:
ydxr = 793(1 + ny) dy
Soluzione:

Conviene risolvere I'equazione determinando z(y). Abbiamo
x

o) = =2 —ay
Y

e dunque un equazione di Bernoulli con a = 2, con a(y) = -3¢ b(y) = —y. Facendo

un cambiamento di variabile e passando alla variabile z = [z(y)] ! otteniamo per
z 'equazione

Jly)=Z+y
W)=

con soluzione z(y) = y(C + y) e dunque z(y) = m

Esercizio 3

Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

1

7 con y(l)=1

zy
Soluzione:

Possiamo risolvere col metodo di separazione delle variabili ottenendo

1
yvidy = —dx
x



e dunque

Y
— =logx+C.
3
Utilizzando il dato iniziale otteniamo C = % e dunque la soluzione

y(x) = (3 log x + 1) 1/3.

Esercizio 4

Determinare la soluzione del problema:

b))

Yy’ —y=e* +sinz con y(0)=1, 2 (0)=0
Soluzione:

Ci calcoliamo separatamente la soluzione y,mo4 dell’equazione omogenea asso-
ciata:

Yy —y=0
e le soluzioni particolari ypare.1 € Ypart.2 Soluzioni rispettivamente delle equazioni
Yy —y=e" Yy’ —y =sinz.
Per 'omogenea abbiamo il polinomio caratteristico
M —-1=0
con soluzioni A1 =1 Ay = —1. Otteniamo dunque
Yomog = C1€" + Cae™ 7. (1)
Poniamo ypere1 = Ae?*. Otteniamo ’equazione per A:
4A-A=1
da cui otteniamo 1
Ypart.1(z) = €. (2)
Ponendo poi ypqart.2 = Acosz + Bsinx abbiamo I’equazione

—Acosx — Bsinx — Acosx — Bsinxz = sinx

da cui otteniamo A =0e B = f% e dunque

1.
Ypart.2(T) = —gsinz. (3)
Dalle equazioni , e (3]) e dal principio di sovrapposizione otteniamo la soluzione

_ 1 1.
y(.’t) = yomog(x) + ypart.l(m) + ypart.Q(m) = Clew + 026 ¢ + 562w - 5 smx

Utilizzando i dati iniziali otteniamo: y(0) = 1 = C; + Co + £ e y/(0) = 0 =
Cy—Cy + % — % da cui C; = i, Cy = % e dunque la soluzione
1 5 1

1
ylx) = Zex + Ee_x + 562” —5 sin x



Esercizio 5

Determinare la soluzione del problema:

xydu f(x,y) + ¥20, f(z,y) =0  con  f(z,1)=2€"

Soluzione:
Abbiamo i i
x Y
alwy) =wy=—, by =y =
da cui ricaviamo
de dy . dr dy
— = —5 equivalentea — =—
ry oy x Yy

da cui "
logx =logy +C e dunque - =C.
Yy
La soluzione della equazione ¢ dunque data da una qualunque funzione g(%) Con-
siderando la condizione al bordo f(x,1) = 2e” otteniamo

flw,y) =2ev.



