Simulazione del 1T Esonero di Metodi Matematici per I’Ottica del 9-6-17
E. Scoppola

Esercizio 1

Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

2
y' =Y 443, con y(1) =0
T

Soluzione:

E’ un’equazione lineare del prim’ ordine con a(z) = 2, con primitiva A(z) =

2logx, e b(x) = 23 e dunque applicando la formula per le soluzioni delle equazioni
lineari otteniamo

2

y(x) = [L’2(C+ / %m?’ dx) =22(C + %)

Utilizzando il dato iniziale otteniamo 0 = C + % e dunque C = f% e la soluzione

del problema di Cauchy &
2

y(@) = S (1+a?).

Esercizio 2

Integrare la seguente equazione:
v dr — (2zy +3)dy =0
Soluzione:

Conviene risolvere 'equazione determinando z(y). Abbiamo

e dunque un equazione lineare con a(y) = %

Otteniamo dunque dalla formula generale

3
5.

con primitiva A(y) = 2logy e b(y) = v

13 1
x(y):y2(0+/ﬁﬁdy> :C’yzf;

Esercizio 3

Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy:
(1+e")yy =", con  y(0)=1
Soluzione:

Possiamo risolvere col metodo di separazione delle variabili ottenendo

x

d
1+e® v

ydy =



e dunque

Y2
5= log(1+€®) + C.

1_
2

1 €T
y(z) =4/ 2log —;e + 1.

Utilizzando il dato iniziale otteniamo C = log 2 e dunque la soluzione

Esercizio 4

Determinare la soluzione del problema:s:
Y’ — 2y +y=e**+cosx con y(0) =0, ¢'(0)=1
Soluzione:

Ci calcoliamo separatamente la soluzione yomoq dell’equazione omogenea asso-
ciata:
yw _ 2y/ 4 Y= 0

e le soluzioni particolari ¥part.1 € Ypart.2 soluzioni rispettivamente delle equazioni
y =2 +y =€, Yy’ — 2y +y = cosz.

Per 'omogenea abbiamo il polinomio caratteristico

A —2X+1=0
con discriminante A = 0 e soluzioni Ay = Ay = 1. Otteniamo dunque

Yomog = C1€” + Coze”. (1)

Poniamo yperen1 = Ae?®. Otteniamo I’equazione per A:

4A—-4A+A=1

da culi otteniamo
ypart.l(x) = 62m~ (2)

Ponendo poi ypqrt.2 = Acosz + Bsinx abbiamo I’equazione
—Acosx — Bsinz + 2Asinz — 2B cosx + Acosx + Bsinx = cosx

da cui otteniamo A =0e B = —% e dunque

Ypart.2(T) = 3 sin . (3)

Dalle equazioni , e (3]) e dal principio di sovrapposizione otteniamo la soluzione

1.
Y(T) = Yomog(T) + Ypart.1 () + Ypart.2(z) = Cre” + Coxe” + €** — 5 sin@

Utilizzando i dati iniziali otteniamo: y(0) =0=C; +1dacui C; = -1 e %/'(0) =
1

1=C1+Cy+2— % da cui Cy = 5 e dunque la soluzione

1 1
ylx) = —e* + ixe“: + e — 3 sin x



Esercizio 5

Determinare le soluzioni dell’equazione alle derivate parziali:

28wa<33,y) + ayyf(xay) =0

Soluzione:

Cerchiamo la soluzione per separazione di variabili cioe nella forma f(z,y) =
g(x)h(y). Otteniamo I'equazione

2g” (z)h(y) + k" (y)g(z) =0

e dunque

NG R ()

9(x) h(y)
per qualche costante K. Al variare del valore di K otteniamo diversi tipi di
soluzione:

K <O0:
f(.y) = (Acos(v/=K/2x) + Bsin(y/=K/2) ) (C1eV™FY 4 Coe™V7FY)
K=0
f(,y) = (C1 + Caox) (D1 + Day) = A+ B+ Cy + Day
K > 0:

flz,y) = (Cle\/mm + Cle’\/m"’”) (A cos(VKy) + B sin(\/Ey)).

Esercizio 6

Determinare la soluzione del problema:

3
2?0, f (x,y) + 2ydy f(x,y) =0  con  f(l,y) = "
Soluzione:
Abbiamo d d
x Y
a(.’IJ,y):.’EQ:E, b(l’,y):!Ey:E
da cui ricaviamo
der dy . r dy
—5 = — equivalentea — =—
T Ty T y

da cui "
logz =logy+C edunque - =C.
Y
La soluzione della equazione ¢ dunque data da una qualunque funzione g(%) Con-
siderando la condizione al bordo f(1,y) = y% otteniamo

f(ﬂﬁ,y):3<g>2



