Esercitazione di Metodi Matematici per I’Ottica del 26 - 4 - 2017
E. Scoppola

Esercizio 1

Determinare gli insiemi di definizione delle funzioni:

f(w)Z\/l—x—y<1—y2)

1/4
+ log(log x — y), glx) =

Per f(x) abbiamo le condizioni:
l—2—y>0, 1-9>>0, >0, logz—y>0
corrispondenti a
y<l—z, —-1<y<l, >0, y<logz

e dunque alla regione

Per g(z) abbiamo le condizioni:
r—y>0 y—2>0, e—1>0

corrispondenti a
y<z, y>2, x>0

e dunque alla regione



Esercizio 2

Studiare la continuita delle seguenti funzioni nell’origine:

2y if (x, 0,0
0 if (x,y) = (0,0)

o e i @) #(0,0)
9(@,9) {0 it (z,y) = (0,0)

La funzione f(x,y) € continua poiché usando la disuguaglianza

2 2
|oy| < Z ;Fy

‘<\/W

2

otteniamo

zy
‘ /1.2 + y2

e dunque per ogni € esite 6 = 2¢ tale che

’L‘ <e
Va4 y?
per ogni (x,y) tale che y/x2 + y2 < 4.

La funzione g(x,y) non & continua infatti
: a0
lim ——
(2.9)—(0.0) 7% + y?

non esiste visto che vale 0 se (z,y) — (0,0) lungo lasse y e vale 1 se (z,y) — (0,0)
lungo l'asse x.

Esercizio 3

Determinare il gradiente e la derivata direzionale delle seguenti funzioni nelle
direzioni indicate



f(xay) :xemy+y7a V= (71771% P= (071)
g(x,y)Z(x+y)2, V:(Ov_l)a P:(271)
Abbiamo
Vi(z,y) = (6"“’(1 +xy), 2™ + 7y6)

che calcoliamo in P:

V£(0,1) = (1,7)

Normalizzando il vettore v otteniamo v = (—%, —%) e dunque

fo(0,1) = - -

e dunque

Esercizio 4

Determinare modulo e argomento dei numeri complessi
21 =1+ V34, 20 =3i—V3

Abbiamo
|21l =v1+3=2, 2cosb; =1, 2sinf = V3

da cul 0; = % e dunque
;™
21 = 2¢e'3

2] = VO +3=2V3, 2V3cosby =—V3, 2V3sinf, =3

da cul 05 = %77 e dunque
Z9 = 2\/§€i27ﬂ

Esercizio 5

Studiare il carattere delle serie numeriche:

a
Sl:znz’ az=0
n=1
© 9
n® — 10n
52 Z nt+1
n=1



S1 € una serie a termini non negativi che per il criterio del rapporto converge
per a € [0,1) e diverge per a > 1. Infatti

nt1 gt 2 n2
= — =a——5 —a
an, (n+1)2am (n+1)2

Per a =1 la serie & una serie armonica generalizzata convergente.

La serie So ha termini positivi per n abbastanza grandi (n > 10) e per il criterio
del confronto & convergente infatti

n? — 10n < n? 1
nt+1 nt  n2

che & convergente (armonica generalizzata).
Esercizio 6

Calcolare
143"
4n

n=0
2"+ 3
4n

n=0

Abbiamo in entrambi i casi la somma di due serie geometriche:

1+3 S I L
> "Lt s

n=0
! + L —§+4—E
1—-1/4 1-3/4 3 =~ 3
2" 4+3 1\t = 3 4
= - - =9 =

Esercizio 7

Sviluppare in serie di Taylor attorno al punto z = 0 le funzioni

@)= 9@ =logl4a),  h()=—— a0

Per sviluppare f(z) possiamo usare la serie geometrica di ragione —z ottenendo
oo
n=0

e per la funzione g(z) possiamo ricordare che integrando lo sviluppo precedente
otteniamo

fz) =

71

g(x) =log(1+z) = Z

n+ 1
Per la funzione h(x) utilizziamo sempre la serie geometrica osservando che

1 1 1
T—a a 1l—2x/a



e otteniamo

oo
: Z -
r—a antl’
n=0

Esercizio 8

Sviluppare in serie di Fourier in [—, 7] le funzioni

ea:v + e*dl‘ eaz _ efam
coshax = — 5 sinh ax = 5

La funzione cosh ax € una funzione pari dunque gli unici coefficienti di Fourier
diversi da zero sono le a;. Abbiamo

1 7 e 4 emas 1
k[ ) ()
Ww=or | T W 20,71’[(6 ¢

1 1
— (e‘” - e*‘”) = — sinh(an)
2am am
1 ™ axr —ax 1 ™
ap = 7/ e te cos kxdr = f/ (e‘”” + e*‘“”) cos kxdx
T ) 2 T Jo

Calcoliamo integrando due volte per parti gli integrali foﬂ e cos kxdr e foﬂ e~ % cos kxdz,
otteniamo:

T axr 1 : axr g a T axr _: a axr i a2 T axr
e cos kxdx = — sin kze —— e sin kxdx = — cos kxe - e cos kxdx
0 k/’ 0 k 0 k2 0 k2 0
da cui .
ax o a k _am
/(; e COS k:cdz = m |:(71) e — 1:|
e analogamente
/7T e cos krdr = ——— [(—l)ke_‘” - 1]
0 o k2 + a2
e dunque
1 (=1)*
= —2asinhamr————

ay - asin aka 2

da cui

2sinh 1 > —1)k

™

Analogamente per la funzione sinh ax che ¢ una funzione dispari abbiamo che
gli unici coefficienti di Fourier diversi da zero sono le by.

1 T ,ar _ ,—aT 1 s
by = */ % sin kxdx = f/ (e‘” — e_‘”’) sin kzdx
0

T J)_x s

Di nuovo integrando due volte per parti otteniamo

a2

™ 1 T ™ 1 ™
/0 e sin kzdr = % cos kxe® O—i—%/o e cos kxdx = —E((—l)ke‘”—l)—ﬁ/o € sin kxdx

da cui

T azr _: k2 (_l)k am
/Oe 81nkxdx—k2+a2[1— 3 e }



e analogamente

T —ax : kQ (_l)k —am
/0 e blnkxdm—k2+a2 [1— k e }

Otteniamo in conclusione

1k

b=
k m k2 +a?

(—1)* [e(m _ efaw:|

e dunque

2sinhar <~k
sinhazr = — bu; an ; 1 a2 (—=1)*sin kz



