Compito di esonero del 2 Aprile 1998

Un’asta omogenea AB di lunghezza [ e massa M e libera di ruotare attor-
no al suo centro O in un piano verticale. All’estremo B dell’asta e applicata
una molla di costante elastica £ > 0 e lunghezza a riposo nulla, vincolata
a rimanere sempre orizzontale. Lungo l'asta puo scorrere senza attrito un
punto materiale P di massa m collegato al centro O dell’asta tramite una
molla di costante elastica k£ e lunghezza a riposo nulla. Sia s l’ascissa di P
lungo ’asta contata a partire da O e sia 6 ’angolo che I'asta forma con la
verticale.

1. Determinare la Lagrangiana e scrivere le equazioni del moto.

2. Determinare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabi-
lita.
3. Calcolare le frequenza delle piccole oscillazioni attorno alla posizione

di equilibrio stabile.

4. Determinare ’Hamiltoniana del sistema.

. N .. o 1 .
5. Se il punto P ¢ fissato nella posizione s = [/2 e se 77 = 7, determinare

.....

affinche il moto sia rotatorio.

Punto (1)

L’energia cinetica dell’asta ¢ data dall’energia cinetica del suo moto ro-
tatorio, con velocita angolare 9, intorno ad un asse passante per il centro di
massa O, per cui:



1 .
T, = 51092 (1)

con Iy, momento d’inerzia intorno al punto O, Iy = %MF. Il punto P ha a
sua volta coordinate e velocita:

Tp = ssinf Tp = §sinf + sf cos 6
yp = —scosf yp = —$cosf + sfsin b

e quindi la sua energia cinetica € pari a:

1 1 .
TP = §m(fﬁp2 + yP2) = §m(82 + 5202) (2)

L’energia potenziale ¢ somma dell’energia potenziale gravitazionale del
punto P (il baricentro dell’asta ¢ fisso) e dell’energia potenziale elastica delle
forze elastiche agenti sul punto P e sull’estremo B dell’asta, posto a distanza
T = —% sin  dall’asse y:

Vy, = mgyp = —mgscosf
1 1 1 1 12
Vy = 51:52 4 §k$23 = §k32 + 5k sin? 6 (3)

La Lagrangiana del sistema, nelle variabili lagrangiane s e 6, & quindi:

1M2., 1 : 1 1,02
L=Ty+Tp-V = 5?02 + Em(é2 + 520*) +mgs cos  — 5]4382 — 51{:2 sin? @
(4)
e le equazioni di Eulero-Lagrange sono:
mé = msh? — ks + mgcosf
MI? . : kl?
(E +ms?)f = —2mss0 — mgssinf — e sin 6 cos 6 (5)
Punto (2)
Determiniamo i punti critici per il potenziale V' (s, ) dato dalla (3):
1, 1.2
V(s,0) = —mgscosf + §k3 + §k2 sin” 0 (6)
8_V = ks—mgcosf =0
0Os
ov ki?
50 = sin@(Icos¢9+mgs> =0 (7)



Abbiamo quattro possibili soluzioni:

. mg mg ™ _ T
sin = , T3S - cosf = P o = ( I 72:*:2)
— M s cosf=0,5= 0= P = 0,7+ 1) (8)
s = 1 gcos cos =0,s= 34 = (0,7 £ 3

date da coppie equivalenti di punti, corrispondenti a rotazioni di 7 dell’asta.
Discutiamo quindi la natura dei punti P; e Ps, studiando I’'Hessiano H(s, 6)
del potenziale V(s,#) in tali punti:

H(s,0) = < k mgsm@ )

mgsinf mgcos 6 + £ (cos? § — sin’ )

ko0
w9 o) = ( g2 ) = detH > 0,k > 0 = eq.stabile

H(0, g) = ( k _mé ) = detH < 0,= eq.instabile (sella)

4
Punto (3)
La Lagrangiana delle piccole oscillazioni intorno al punto di equilibrio
stabile q, = (mg/k, 0) si scrive:
1 A 1 s
Lp.o. = 5 ( 7Aq) - 5 ((q - q0)7 V (q - qO)) (9)

avendo indicato con q = (s,6), con Vo= H(qo), e con A la matrice
dell’energia cinetica valutata in qq:

N m 0
A:(O M_l2+m392>

12 k2

Le frequenze delle piccole oscillazioni sono le soluzioni dell’equazione:

k—w’m 0
0 m292+le2_w2(M_l2+msg2) =0

det (V" — w2fl> =

k 12 k2

e quindi:

Tk [3k(m2g? + k2R)
e e \/M12k2 + 12m3g* (10)
3



Punto (4)
I momenti coniugati alle variabili lagrangiane sono:

oL
Py = C=mims=L2
0s m
oL Mi? 9\ - . Do
Y (12 +m5) M s =
per cui I’Hamiltoniana si scrive:
2 2 2
H(s,0,ps,p9) =T+V = 2m+w—mgscos 9+§ks +§k2 sin”
(12)
Punto (5)
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Figura 1: Energia potenziale V (6) (per kI%2/8 = 1).



Ponendo s = 1/2 e 72 = 1, il potenziale V (¢) diventa:

! 1P,
Ve = —mgicosﬁ—i-Estm  + cost =
K2,
= ?(sm 6 — cos6) (13)

Come si osserva in Fig. 1, V(6) ha quattro punti di equilibrio:
, K2 , k2
Vi) = ?(251n0c080+sm0):?s1n0(2c039+1):0
= sinf=0-—06,,=0,m;

1 2
=—— —=05,=+— 14
cos 5 3.4 37r (14)

e assume il valore massimo in corrispondenza a 03 4:
2 5 kl?
Vmaa: =V (gﬂ-) = Z? (15)
Il moto e rotatorio quando I’energia e maggiore di V,,,,,: ricavando 1’ener-

gia cinetica dalle (1)-(2), abbiamo che Ienergia cinetica del moto con dati
iniziali (# = 0,6y) deve soddisfare:

1 [ MI? 2\ ki?
E = —(—+m—>9§——>vmm:

A G 8
2Tk
2
ik 1
%> T v3m (16)



