Esonero di Meccanica Razionale del 5-6-1998

Esercizio 2
Si consideri la lagrangiana:

: . k 29
L(T; H,T,H) - %TQ'i_ %TZHQ'F ; - CO;Q

dover e Ry, k>0e8€]0,2m).
1. determinare I’hamiltoniana e le equazioni di Hamilton;

2. scrivere ’equazione di Hamilton-Jacobi e integrarla per separazione di
variabili;

3. determinare, dove possibile, le variabili d’azione e determinare le fre-
quenze del sistema come integrali definiti.

Punto (1)
I momenti coniugati alle variabili lagrangiane r, # sono:

B 8L_ ]
pr = Go=mi
oL .

Po= 5 = mr?f (1)

Sostituendo 7,8 con le corrispondenti funzioni di p,, pg nell’espressione di L
e ricordando che H =T + V', abbiamo:

2 2 2
P D k  cos“f
H(r,9,pr,p0) = 27:1 2mi"2 Ty e 2)

Le equazioni di Hamilton sono quindi:

b = 8H_i_£+260820

Cor mr32 r‘2 r3
po = o=t fon (4)
o= -2 ()
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Punto (2)
Trattandosi di un’Hamiltoniana indipendente dal tempo, possiamo cer-
care una funzione generatrice del tipo:

F(r,0,01,00) = W(r, 0,01, 0) — ot (7)

[’equazione di Hamilton-Jacobi assume quindi la forma:

oW oW
H oW OV _ =
(r,@, or ae) a2

1 ow 2+ 1 ow 2_@4_(:0520 _ ®)
2m \ Or 2mr2 \ 00 r 72 - »

Cerchiamo una soluzione per separazione di variabili, ponendo:

W(T: 07 aq, &2) = W’r (T: aq, a2) + WB(ea g, Ofg) (9)

La (8) puo quindi essere ricondotta alle due equazioni:

1 (W \* .,

%(W) -+ Cos f = (6%} (10)

1 8WT 2 (075} k
%(a) TeTy T @ (11)

le cui soluzioni sono:
]
Wy = j:/ V2m(oq — cos? 0')dd’ (12)
)

! o k ,
wE = j:/r \/2m (az— (r’32 +F)d7' (13)

Ovviamente le precedenti sono ben definite sono per i valori di 6,7 che
soddisfano le due disuguaglianze:

a > cos’f (14)
(073} k

> 2 ° 1

Gy ~ 2 , (5)

Dalla (14) abbiamo anzitutto oy > 0; se poi a; < 1, indicando con 0 <
6,,0_ < le soluzioni di cos? @ = o, dovrd essere:
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Ocly, Io=1{0:1>a;>cos’0}=[0_,0,]U[r+0_,7+0,] (16)
Dalla (15) segue che 1'uguaglianza:

(63} k
g = — — — 17
272 T, (17)
ammette una sola soluzione ry se oy > 0, e due soluzioni r_,r, se as < 0,
con oy > —k? /4ay. Quindi lintervallo di variabilita della r é:

k
T€IT={TZ&22a—21——}:>

r2 r
IL=[r ,ry] se a3 >0,a5<0 (18)
I, =[rog,00) se a1 >0,a9>0 (19)

Punto (3)

Per definire le variabili di azione Jy, J, dobbiamo individuare gli inter-
valli di moto periodico per le coordinate #,r. Dalla discussione del punto
precedente segue che:

1 [0+
a1€(0,1),0elp = Jg = — V/2m(ay — cos?6)df (20)
T Jo_
1 2m
a; > 1,0€[0,2n) = Jp = 2—/ V/2m(aq — cos? 6)df (21)
T Jo

k? 1 [+ k
Qo€ _—70 7T6[T—7r+]:><]r:_/ 2m CVQ—%"‘— dr (22)
4oy T Jr r2 r

Le frequenze del sistema sono date (ricordando che per la (8) 'Hamiltoniana
nelle nuove variabili coincide con aw) da:

8&2 1

Vpy = —— = 6—JT (23)
a:]r %
8&2 %

Yo = Y (24)
aJG dan ﬁ

dove, secondo le (20)-(22), avremo:



0Jy
80[1
0Jy
day

oJ, m /“r 1
7ol dr
X T Jr 7"2\/2m (0 — %+ £)
0J, ™+ 1
Do @/ dr
T a4 h)
1 [% m

= — dd se a;e(0,1
T Jo_ \/2m(a; — cos®6) (0. 1)

dd se a1 >1

1 /27r m
2 Jo  v/2m(ay — cos? 0)

(25)

(26)

(27)

(28)



