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Esercizio recupero IIT esonero

Si consideri I’hamiltoniana:
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con h,k > 0.

1. determinare la trasformazione simplettica tale che

Qi=q +q¢

Qr=q —q

e determinare la nuova hamiltoniana nelle variabili @1, @2, Py, Ps;

2. discutere la soluzione dell’equazione di Hamilton-Jacobi per I'hamilto-
niana trovata al punto 1);

3. determinare, ove possibile, le variabili d’azione e le frequenze.

Punto (1)
Per estendere la trasformazione nello spazio delle configurazioni ad una

trasformazione nello spazio delle fasi dobbiamo determinare i nuovi momenti
coniugati P = (Py, P;) come:

P=(J])"'p (1)

dove pT' = (p1,p2) e jq ¢ lo jacobiano della trasformazione di coordinate

lagrangiane:
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Avremo quindi:



cioe:

P = p1+ D2
2

P, = pP1— D2
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La nuova hamiltoniana nelle variabili (Q1, Qq, P, P») &

P2

K(Q1,Q2, P, P) = P+ = sz] + hQ3
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Punto (2)
L’equazione di Hamilton-Jacobi per I'hamiltoniana (3):
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e risolubile per separazione di variabili. Ponendo:

+hQ% = Oy

W(Q1, Q2, 011, ap) = Wi (Qr, 1, ) + Wo(Qa, 1, t2)

'equazione (4) diventa:
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Le due funzioni Wy, W5 sono quindi definite da:
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con oy > 0 (per la (6)) e dim = [Q2-, Q2+], dove Q2+ sono le soluzioni

dell’equazione oy = 1kQ3;
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con ay > Ulay, Q1) = a1/Q? + hQ?.

Punto (3)
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Figura 1: Andamento della funzione U(aj, Q1) al variare di 1 per a1 = 1 e
h = 0.01.

Per definire le variabili di azione, dobbiamo individuare gli intervalli di
moto periodico per le coordinate )1, Q2. Lo studio della W5 ha gia mostrato
che la variabile ) € limitata, per ogni scelta di a; > 0, all’intervallo I,,.
Per la variabile ();, dobbiamo studiare la funzione U(ay, Q1) che entra nella
definizione (9) della W;. Come si osserva in Fig. 1, la funzione U diverge sia
in Q1 = 0 che per (J; — 00, ed ha due minimi nelle soluzioni di:
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U'(Q) = +2hQ1 =0 (10)



cioé¢ per Q@ = Qi,, = * (%)1/4, con U(Q1m) = 2vhay. Ne segue che la
condizione ay > U(ay, Q1) ¢ soddisfatta per as > 2vhay e Qiely, o0, =
(Q1-, Q14+] U [—Q14+, —Q1-], con Q14 soluzioni di ap = Uy, Q1).

Ne concludiamo che i moti dei problemi unidimensionali sono periodici
se:

a; >0 e oy > 24/ hoy (11)

Le variabili d’azione sono pertanto:
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Le corrispondenti frequenze sono:
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