MECCANICA STATISTICA CLASSICA - ESERCIZI

1. DISTRIBUZIONI DI PROBABILITA’ ED ENTROPIA, ENSEMBLE
MICROCANONICO

Esercizio 1

Si consideri una distribuzione di probabilita su R con densita

p(z) = Cl‘_%X(le)

dove con x indichiamo la funzione caratteristica.
1) Calcolare il valore della costante C

2) Determinare I'entropia della distribuzione

Soluzione
1) Dalla condizione di normalizzazione [ p(z)dz =1 otteniamo

C/ 2T =C(=2z73 ) =20 =1
1

da cui C' = %

2) Calcoliamo ’entropia della distribuzione:

Njw

_3
T2

e’ T
S__/1 dx 5 log( 5 ) =

° g73 3 3 [ 3
=— dx 5 (—5 logxz — log2) = 1 dzlog(x)x™2 +log2 = 3 + log 2
1 1

Esercizio 2
Si consideri un gas perfetto di N atomi, in un volume V ad energia U fissata. Come
cambia I'entropia se il volume é raddoppiato?

Soluzione
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Per un gas perfetto nell’ensemble microcanonico abbiamo

S<U7 Vv N) = ]{?lOg QU,V,N

con
47TmU 31N 3N 2 1 1
Q =V 2 2 —— )2
UV,N [(N)]e<3N)U\/%
da cuil otteniamo
Quov,n 2V

S(U,2V,N)— S(U,V,N) = klog = klog(V)N = kN log?2

UV,N

2. ENSEMBLE CANONICO

Esercizio 1

Calcolare la velocita quadratica media nell’ensemble canonico.

Soluzione

Esercizio 2

Calcolare nell’ensemble canonico:

Soluzione
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11 -1 Ips| S N
n __ N ti\n _—0 pin —-BP(q™) _
v ~ 7c NI E_:N/dp dQ( ) =12 =

dp([Blyne—s2L
fR3 p(m) €
_ﬁﬁ
fR3 dpe=Pzm

Calcoliamo l'integrale al numeratore in coordinate sferiche:

/ (‘p‘)n —ﬁ‘;l: _
R3 m

™ 27 0 p »2 5 2 L d 57_2
:/ d95in9/ dd)/ dpr(—)”e_ m T f pp** m
0 0 0 m

Ricordando che

(2.1)

> 1 1 k+1
/ dzaFe " = ia_k%F(i)
0

2
e che l'integrale al denominatore di (2.1) vale (2”6’”)%
otteniamo:
2 2 a_.,n+3
n=__ 2T
Y NS (mﬁ> ( 2 )

Esercizio 3

Calcolare ’energia cinetica media, il suo quadrato medio ed il quadrato medio della sua

fluttuazione, per un atomo nell’ensemble canonico.

Soluzione

Calcoliamo:
- Ip|?
€= ENB,V,N(%)
5 _ p|*
€2 = ENB,V,N(W)
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abbiamo:

- 1 1.2
2 = -m*t = 2 (2)?

4 13

Funzione I

F(z)z/ e Yy tdy
0

Integrando per parti si ottiene immediatamente:

[(z+1) =2I'(2)

da cui, poiche’ I'(1) = 1, si ha per ogni intero n:

I'(n+1)=n!
Calcolando I'(3) = /7 ed utilizzando ancora (2.4), si ottiene:

5

8

7)= VT

)

Esercizio 4

Dato un sistema di N particelle di massa m su R con
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<I>(x1, ...,{EN) = d)(a:l) + d)(ﬂ?g — :L'l) + ...+ ¢((13N — :L'N_l)

con xz; coordinata della i-esima particella e definendo

o(x) =(r—a)py perx>a

p(x) =00 perzxz<a

con a, ¢g costanti positive.

Determinare Z¢, E

s.v.n (H) e la lunghezza media del sistema E,,, .,  (2n).

Soluzione

Cambiamo coordinate:

S1=21,§ =22 —21,.....{N = TN — TN_1
Abbiamo
al p
PV eM) =D (55 +0(6)
=1
da cuil

1 2mmx, 1 v (2m=2 1 1
0 c_ 3
U=- 6ﬁlOgZ Nk:T

N
1 1_ - - ﬁ N > ~ _ﬁ N ¢ j—a
Buug v lon) = N! Zc</ c Bzmdp) / dél"“/ dén E §ie 2y Pol&—a) _
' “ a i=1
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N(a—f—i)

I 1 ,2mm 4y, 1 \N-1 a 1 5
) )’) = Bon

NGge ™ 00

=nizeU ) (g

Esercizio 5

Trovare la densita di un gas di NV particelle identiche contenuto in un cilindro di raggio
R e altezza h che ruota attorno al suo asse a velocitd angolare costante 2. Calcolarne
anche ’energia media.

Soluzione

N N al ‘Pz‘|2 1 2 2
Hp",q") =) (5— - mQ%r})

con r; distanza dall’asse di rotazione della i-esima particella.
Indicando con n(r)dr il numero di particelle nel volume cilindrico tra r e r+dr, abbiamo
che la densitd p(r) di particelle a distanza r dall’asse, é data da

n(r)
2nrh

p(r) =

Calcoliamo il valore medio del numero n(r)dr di particelle:

_ N
By (n(r)dr) = < ZC/ZX(MW)@ B ™) g gV

dove X%r rdr) ¢ la funzione caratteristica che la particella i-esima abbia distanza dall’asse
in (r,r +dr).
Abbiamo

E

M,B,V,N

BmQ2T22 h
Ze > Td?"

f eﬂmQQ 2

infatti tutti gli altri integrali si fattorizzano e si semplificano tra numeratore e denomi-
natore, da cui:

BEr 9w hrd BEQ g
ENB,V,N(n(T)dT) = . o a Tmr 2.2 =N c ﬁmngzr =
fo fo dz f rdfeP = dr Ingz (ef 1)
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B NﬂmQ2eﬁ%Q2r2rdr

da cul otteniamo

NﬁmQQeﬂ%QQT2
 2h(eP TR )

p(r)

Calcoliamo la funzione di partizione:

. 1 2mm 3N m2,2 \N
70— ([ e -

1 2mm 3N, 2mh m o2 p2 N
“ 3 ()T (e D)

da cuil otteniamo

_8logZC__ i _% 5%9232_ .
05 Naﬁ(logﬁ + log(e 1) =

15) m
= “NET — N—Q?R?
2 2

U =

1
¢ PEOR

Esercizio 6
Determinare il lavoro fornito ad un gas perfetto per il cambiamento isotermo del suo
volume da V; a V5.

Soluzione
Su un’isoterma dF = dU — T'dS = —dL e sapendo che F' = —% log Z¢, abbiamo per un
gas perfetto:
Va

AF = F(Vy) — F(V}) = —kTN 1og(71>

Esercizio 7
Si considerino due gas perfetti identici a temperatura 1" e con N particelle a pressioni

Py e P, diverse. Trovare la variazione di entropia quando si uniscono i due recipienti.
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Soluzione

Per i recipienti separati:

S=54+5
con S; = k(B2NKT +log Z¢) da cui
S = k(3N + log(Z1Z5))
Per i recipienti uniti abbiamo
S" = k(BU' +1og Z'°) = k(3N +log Z'°)
da cui

/c

Ziz3

S' — S = klog( )

Usando la forma esplicita della funzione di partizione per un gas perfetto:

Z/C —

(V]_ + ‘/2>2N 27Tm)3N

(

2N! 16}
c VN 2mm 3
= V2T
N!'* 3
con V| = NTle e
c __ ‘/2N 2rm SN
ZQ_W(T)z
con Vo = NTIZT,da cui
P — P,)?
g =y )
55 4P P,

Esercizio 8
Calcolare la funzione di partizione e I’energia media per un gas di N oscillatori armonici

unidimensionali indipendenti.
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Soluzione

Abbiamo
N o2
p; 1 2 2
H = —
> (g, + g
e dunque

c 1 too  onf N T me?? N 1 2mm . ~, 27 |~ 1 27
Z:—(/ eﬂmdp) (/ e P2 dq) = — 2 z:m(_)N

— 00 — 0
da cuil otteniamo

0log Z°
op

in accordo col teorema di equipartizione dell’energia.

U=-— = NkT

Esercizio 9
Si consideri un gas di N particelle vincolate alla superficie di una sfera di raggio R
soggette alla forza peso. Determinare la funzione di partizione e ’energia media.

Soluzione

Scriviamo ’hamiltoniana in coordinate sferiche:

2

N
+ Z mgR cos 6;

N
H= ; 2mR2 —

la funzione di partizione é data da:

Sin 91

e_ 1 o " i e —ﬁ[é(p%iwmwws@] N
o [0 o [ty

)%/ dOSinﬁe_ﬁngcose)N:
0
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L ATR gmgr _—pmery\N _ L ST°R N
da cuil
log Z¢
U — _8 o8& _ —N(—2kT + mgRctgh(SmgR))

9p

Esercizio 10
Un punto materiale di massa m é vincolato a muoversi lungo 1’asse x sotto ’azione di

un campo di forze conservativo di energia potenziale:

mw?(z +a)? sex < —a
se a € [—a,al
sexr >a

= O N

Vix) =
smw?(z — a)?

con a costante positiva. Supponendo il sistema a contatto con un termostato a temper-

atura T, calcolare la funzione di partizione canonica e I’energia media.

Soluzione
o0 p2 +oo
A :/ dpe_ﬂﬁ/ dre PV (@) =
:(272”)%[/_ 6—5”52(m+a)2da:+/ d$+/ e 0 4] —
2Tm. 1 T _pme? e
:< )2[2 e 2 ydy+2a]=
B 0
2mm 1 27 1 27 2mm 1
_ 2 P+ 2a) = — *2
(5 (Ga)® T2l = 55+ ()2
1 kT)?
U=—L1ogze = 1ar o+ (kD) 1
BX; 2 2nwkT + 2aw(2kTm)>
Esercizio 11
2:10
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Consideriamo un sistema di N punti materiali di massa m che si muovono lungo I’asse
x sotto ’azione di un campo di forze di energia potenziale:

V(zy,..,zny) =v(xy) +v(ze — 1) + ... +v(Ny —ZN_1)
con

00 ser <a
v(z) imw?(z —a)? sex>a

con a costante positiva. Supponendo il sistema a contatto con un termostato a temper-
atura 7', calcolare la funzione di partizione canonica e ’energia media, la lunghezza media

del sistema < xn > ed il coefficiente di dilatazione termica ﬁa% <N >.

Soluzione

Consideriamo le variabili:

51 =1, 52 = T2 — L1y ceery fN = TN —ITN-1

Abbiamo:

— 00 — 00

+oo +oo N pi2 400 o0
ZC:/ dpl..../ dee—BZizl 2m/ d&e—ﬂv(&) _________ / déeNe—ﬂv(gN)

mm. . n, [T mw? 2 T, N T 1 0
—TE( [ deer ety (I F QY = (T

0 log Z¢ = NET

V'="55

N [ dg g e
k: = =
— fa+°° dge—ﬂmT‘“Q(E—a)Q
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Esercizio 12

Un punto materiale di massa m é vincolato a muoversi su un paraboloide circolare liscio
di equazione z = z? 4 y? sotto l'azione di una forza conservativa con energia potenziale

V = Wyv/1+ 4z, con V costante positiva. Usando le coordinate lagrangiane r € [0, 00), ¢ €
[0, 27):

1) scrivere I’hamiltoniana del problema

2) supponendo il sistema a temperatura costante 7', calcolare la funzione di partizione
canonica.

Soluzione

Abbiamo la lagrangiana::

1 )
L= 5m(7*2 + 72 + 4r?i?) =V

da cuil otteniamo

1( p%
2m N1+ 4r2

2
Py
+5)+V

e quindi

27
/ dT/ d¢/ dpr/ dp¢e 2” 1+4r2+ ¢) —BVo/1+4r2 _

4m*m /°° Araz | Amm 1 2 2
= drry/1 + 4r2e=PVovitars e PV 1+ —+
B Jo p BVo ( BVo — (BV0)? @)

3. ENSEMBLE GRAN-CANONICO

Esercizio 1
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Calcolare la funzione di partizione gran-canonica per un sistema confinato in un volume

V' con hamiltoniana:

|Pz"2
o + ¢(as))

N
H=Y
=1

e calcolarne il numero medio di particelle.

Soluzione
. ePEn 2mm s
79 = 5”/ dq /dq B bla) _
nz% n! ( s ) 1% ' 1%

1 PBum 9 n 2
<n>:_zn€n' ( 7;m)%n</ dqe—ﬂ¢(q)) = P Wm)%/ dqe P = log 79
- v v

Esercizio 2
Per un gas perfetto nell’ensemble gran-canonico dimostrare che

3
U9 =—-<n>kT

2
Soluzione
00 Bme A= 00 Bun YA
_n€ c\n n n= n n
ngzn_?)o gn(zﬂy’ :§]€Tzooo Bun c,V7 :§<n>/€T
Ym0 €2 Vin 2 > n—o € ZB,V,n 2

Esercizio 3
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Dimostrare che per un gas perfetto nell’ensemble gran-canonico la probabilita di avere
N particelle é data dalla distribuzione Poissoniana:

1
P(N) = me—<"> <n >V

con < n > numero medio delle particelle.

Soluzione

Abbiamo:

P(N) = El/,@,v,# (X(n:N)) =

ZZOZO ei#X(n:N) fF e_ﬂH(pnaqn)dpndqn

79

_ N8

= 7 (3.2)
ed usando (3.1) abbiamo che che

2
<n>=eM(Zh)3
g
da cui otteniamo
P(N) = Lmen> o SN
- NI
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