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Soluzione esercizio 1

1) Dal teorema di Kénig 'energia cinetica della circonferenza materiale ¢

data da: 1 1
Tcirc = §My2 + §MR2¢2

mentre per il punto materiale abbiamo
xp = Rcosf Yp =y + Rsinf
da cui otteniamo
Tp = %m(R292 + ¢ + 2R67 cos 0).
La forza gravitazionale ha potenziale
Vg = Mgy + mg(y + Rsin6)

e quella elastica
1
Vi = §K(y2 + 2yRsin )

da cui abbiamo:

1 1 . 1 . .
L= 5(m + M)j? + §MR2¢2 + 5m[R202 + 2ROy cos 0] — (M + m)gy+

—mgRsin§ — %K(y2 + 2Rysin )
con equazgioni del moto:
(m + M)j+mR(Gcosf — 0?sinf) = —(m+ M)g — Ky — KRsin6 (1)
mR20 + mRijcos = —mgRcos — KyRcos (2)
MR?$ =0 (3)

E =T+ V & costante perche’ coincide con ’energia generalizzata che si
conserva poiche £ non dipende dal tempo, e si conserva anche il momento
di ¢, pp =M Rzé poiche ¢ e una variabile ciclica. La lagrangiana ridotta
¢ banale in questo caso:



3)

1 1 . .
L, = §(m + M)j? + gm[R292 + 2ROy cos O] — (M + m)gy+
1
—mgRsinf — §K(y2 + 2Rysin0)

Consideriamo il problema ridotto. I punti di equilibrio sono i punti critici
del potenziale:

ov
8—y:(m+M)g+Ky+KRsin9:0 4)
oV
%:(mg—&—Ky)Rcosﬁzo (5)
Per cos = 0 otteniamo i punti di equilibrio: (y1,6;) = (—R— Mg 1)
e (y2,02) = (R — %,%ﬂ). Per y = =54, se X := ?(/I—I% < 1 abbiamo

anche i punti (y34,63,4) = (=%, arcsin — ).
Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde
1 _ K KRcost
Viy.0) = < KRcosf® —Rsinf(mg+ Ky)

nei diversi punti di equilibrio, ottenendo:

1 K 0
Vi) = (s paryr xn) ) ™)

dunque il punto (y1,6:) & stabile.

1 K 0
Vit = (3 pares k) ) (8)

e dunque (y2,62) € stabile se A < 1 e instabile se A > 1. Se A < 1
otteniamo:

) - K KRcos03 4
1% (y3,4503,4) = < KRcosf34 0 > o

e dunque i punti (ys,4, 63,4) sono instabili, quando esistono (A < 1).

Intorno al punto di equilibrio stabile (y1,61) =: qo, la lagrangiana delle
piccole oscillazioni espressa in termini delle variabili q := (y, 0) ¢ data da:

Lpo = %(q, Aq) — %(q— ao). V" (y1,61)(a — qo)) (10)
) e



Le pulsazioni proprie risultano determinate dall’equazione:

" 2 _ _
det(V"(y1, 01)—w?4) =0 = 0 R(Mg+ KR) - w?mBR?

(12)
dacuiw= /gy ew = |/ MLEER

5) Per y = R e ¢ = 0 il problema e’ unidimensionale con lagrangiana £ =
%mR292 — mgRsinf — KR%sinf e dallo studio del potenziale V(§) =
Rsinflmg + K R] otteniamo che il moto & sempre periodico eccetto che
per i dati iniziali con energia £ = £R[mg + KR).

‘K—wz(m—i—M) 0

Soluzione esercizio 2

1)

e 1 2mmisn_n 1 27mmi 2N, 4 _an
_ﬁ( J&} ) 14 _ﬁ( 3 ) (gﬂR) (13)
2)
e__ 0 e_3
Uc = 8510g2 —QNKT (14)

cioe il teorema di equipartizione dell’energia.

3) La densita ¢ data da:
_ E(n(r)dr)
plr) = 4mr2dr
Calcolando il valor medio E(n(r)dr) del numero di particelle nella buccia
sferica tra r e r 4 dr otteniamo:

1 Arridr 3N

plr) = dmr2dr” tmR3 T AnR? (15)
1)
Pczéaivloch:%% (16)
cioe 'equazione di stato del gas perfetto.
5) .
pLE) = diE(%)% /dpll{%e(E,EwE)}eiﬁ% = 7

1,8
= 78 5

M)

oo ) _5%
A dxdmx 1{16(%,@)}6 2 (18)



e passando dalla variabile x alla variabile B’ = % otteniamo:
%
47TmE 1{E/ €(E,E+dE)}€ —PE 2\/_6 RE

P(E) = 27rm % / dE/
" (19)

Per Veriﬁcare che p € una densita di probabilita basta controllare che
J° p(E)dE =1 e questo segue da:

—2/ VEe PPIE = \/jz/ e P dy =1 (20)
0 ™ Jo

6)
=1 2mm, 3 2mm, 3
— Bun nymno— B
Zg—nz_%me”( 3 )2V = exp{e™( 3 )2V}
7) Il numero medio di particelle e’ dato da:
I < 1 2mm
_ = ﬂ,un n g
<n>=_—o nz:%nn! (— 3 ) "V =logZ (21)
8)
Us— = i pe Lo (FMydnyn _ S pep s (22)
Z9 n! I)



