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Soluzione esercizio 1

1)

Sia y U'ordinata del punto P; e 8 la coordinata angolare di Ps.

1 . 1
L= 5m[y? + R?*60?] — mg(y + Rsinf) — §K(y2 —2Rysinf) (1)
con equazioni del moto:

my = —mg— Ky+ KRsinf mR2é:—ngcosﬁ+KRycos0 (2)

I punti di equilibrio sono i punti critici del potenziale:

ov
—=mg+ Ky— KRsinf =0 (3)
dy
ov
— = (mg— Ky)Rcosf =0 4)
00
Per cosf = 0 otteniamo i punti di equilibrio: (y1,61) = (R — %2,3) e
(y2,02) = (—R— 52,30). Pery = 24, se A := 2;}5 < 1 abbiamo anche i
punti (y3,4,034) = (52, arcsin ).
Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde
I _ K —KRcost
Vi(y,0) = < —KRcos® —Rsinf(mg— Ky) (5)

nei diversi punti di equilibrio, ottenendo:

1 K 0
V= (5 pomg- k) ) 0

dunque il punto (y1,6;) & stabile se A < 1, instabile altrimenti.

1" K 0
Viy2,02) = ( 0 R(2mg+ KR) ) (7)

e dunque (y2,02) € stabile sempre. Se A < 1 otteniamo:

) - K —KRcosfs 4
V" (y3,4,03.4) = ( —~KRcosf3 4 0 )

e dunque i punti (ys,4, 03,4) sono instabili, quando esistono (A < 1).



3)

Intorno al punto di equilibrio stabile (yq,62) =: qo, la lagrangiana delle
piccole oscillazioni espressa in termini delle variabili q := (y, #) ¢ data da:

1

Lpo = 5(('1, Aq) — %(q —do), V" (y2,602)(a — qo)) 9)

con

A= ( O ) (10)

Le pulsazioni proprie risultano determinate dall’equazione:

det(V" (ya,09) — w?A) =0 =

foy— LK — . /29 . K
da cui w = cew=\/F+ ..

La nuova lagrangiana nel sistema di riferimento solidale con II e’:

El =L— chentr (12)

K —w?m 0
0 R(2mg + KR) — w*mR?
(11)

con Veentr = —%msz2 cos?f. I nuovi punti di equilibrio si ottengono
dalle equazioni:

mg+ Ky — KRsin =0  [mg— Ky+mw?Rsinf]Rcosf =0 (13)

Per cosf = 0 otteniamo gli stessi punti (y1,61) e (y2,062) di prima. Per
[mg — Ky+muw?Rsin 0] = 0 che con la prima equazione da: 2mg+ (mw? —
K)Rsinf =0, se \ := ﬁ ¢ tale che |\'| < 1 abbiamo anche i due

punti: (AR — 52, arcsin \').

Soluzione esercizio 2

1)

Data la lagrangiana:

[t

L= 5('cosq)2 —sing (14)
sia p = %—g =¢gcos?qdacuig= v 7 € dunque
2
= ——— +s5i 15
2cos? q ma (15)

Le equazioni di Hamilton sono:

—— = — cosq (16)

(17)



2) Applicando il procedimento di seconda specie

pzaa—Z:Pcosq Q:g—izsinq (18)
da cui otteniamo la trasformazione:
P:COqu Q =sing (19)
3) La nuova hamiltoniana é:
kra)=" 10 (20)
con equazioni di Hamilton:
P=-1 Q=P (21)
le cui soluzioni sono
P(t)=P0)—t,  Q(t)=Q(0)+ P(0)t— %t2 (22)
con dati iniziali Q(0) = singq(0) e P(0) = Cos(q(O Con la trasformazione

inversa otteniamo:

q(t) = arcsin(Q(O)—l—P(O)t—%ﬁ), p(t) = (P(0)—t) \/1 — (Q(0) + P(0)t — %t2)2

(23)
4) Usiamo l'equazione di Hamilton-Jacobi indipendente dal tempo.
1 oW | 2
W(ﬁq) +Slnq-E (24)
da cui aW
B0 ++/2cos2 q(t)(E — sing(t)) (25)
e dunque
oW 1 cos? ¢
= O—Hf:—::t/ dq' = £+/2(E — sinq)—cost.
p=50) oE (0) \/2cos2 ¢'(E — sing’) 1 ( 7
(26)
ciot 2(E —sinq) = (C' +t)? con C costante, da cui ¢(t) = arcsin(E — %2 -
Ct—5)ep(t) = W = £,/eos? qD)(C + 1P = £(C+t)\/1 - (B~ G — Ct - &2,
5) Abbiamo Z¢ = NL( DY
3 2
A= / dq/dpexp{ 5(2 o g +sing)} = (27)
3
o2m\1 (2 27, 1 2sinh
= (3)* /2 dgeos gexp{—fsing} — (22 200 (28)
5 55



6) L’energia interna e’ data da

0 3 cosh g8
——logZ°=-KT —
o5 ®

U =
7) La densita del gas & p(q) = %Z)dq) con

JE, dai [ dpix(g.e(q.qraqy exp{—BH}
E(n(q)dq) = N—=

2 sinh 8"

(29)

(3 2gp2

cioe

_ (g e—Psina
p(q) Ssinh cosg.e .

__Nb —Bsing
REFTY cosq.e dq
(30)
(31)



