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Soluzione Esercizio 1

1) Dal teorema di Koenig otteniamo per ’energia cinetica dell’asta
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dove abbiamo usato la relazione di rotolamento ng = —%ésin 0.
Il potenziale gravitazionale ¢ V,; = mgé sinf e quello elastico e V; =

%K 12 cos? §. La lagrangiana dunque &:
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L’ equazione del moto e:
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2) I punti di equilibrio corrispondono ai punti critici del potenziale:

V'(0) = lcos@[% — Klsinf] =0 (5)

ciot i punti 61 = 17, 6 = 37, e se A := 57 < 1 anche 63 4 = arcsin \.

Per studiare la stabilita valuto la derivata seconda nei diversi punti.

V70) = sino[% — Klsin6] — K12 cos? 0 (6)
da cui : V7(61) = —[52 — K] e cioe il punto 0; ¢ stabile per A < 1 e
instabile per A > 1; V" (02) = [52 4 K] > 0 e cioe il punto 0 ¢ stabile
sempre; V7 (05 4) = —KI?cos?§ < 0 e dunque 63 4 sono instabili quando

esistono; per continuita per A = 1 il punto 6; ¢ instabile.



3) Intorno al punto di equilibrio stabile 65 la lagrangiana delle piccole oscil-

lazioni e:
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ed il periodo & dunque
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4) L’energia potenziale nel caso mg > 2KI ha solo due punti critici: 6,
che ¢ un massimo e 65 che ¢ un minimo che corrispondono ai valori del
potenziale :I:mgé. I moti sono dunque periodici se si escludono i dati
iniziali con energia totale uguale a :I:mgé

Soluzione Esercizio 2

1) Data la lagrangiana:
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sia p = %ﬁ = mqq? da cui ¢ = v
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Le equazioni di Hamilton sono:
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2) Applicando il procedimento di prima specie
OF oF q?
= = P=——" =-2 12
P= 2 q@Q 20 5 (12)
da cui otteniamo la trasformazione:
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3) La funzione F' & funzione generatrice solo per ¢ # 0, dunque le soluzioni
che troveremo saranno solo locali. La nuova hamiltoniana é:

K(P,Q) = Q—Z — 2aP (14)



con equazioni di Hamilton:

.
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da cui otteniamo per i dati iniziali scelti P(0) = —1, Q(0) = 1 le soluzioni
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Con la trasformazione inversa otteniamo:
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4) Poiche H = SN ( Pl aq?) abbiamo Z¢ = 1 (Z1)" con
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6) L’energia interna e’ data da
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7) La densita del gas € p(q) = %Z)dq) con
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