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Soluzione

1)

L’energia cinetica si puo calcolare utilizzando il teorema di Koenig. Os-
serviamo che, avendo orientato ’asse y verso il basso abbiamo:

o = Rsinf Ye =y + Rcos
e dunque
1 . . 1 .
T = 5m(RZ’tﬂ)2 P 2yoRsin0) + SmR2?

L’energia potenziale ¢ la somma del potenziale gravitazionale e di quello
elastico

1
V = —mg(y + Rcosf) + §K(y2 + 2Ry cos )
La lagrangiana e quindi:
1 . . 1
L= 5m(zRQGQ +4? —2§0Rsin 9) +mg(y-+ Reos ) — 5 K (4 + 2Ry cos )

(1)

Le equazioni del moto sono:

2mR%0 — mijRsin = —mgRsin 0 + K Ry sin 0 (2)

mij — mlR sin @ — mh>Rcosd = mg — Ky — K Rcos 6 (3)

I punti di equilibrio corrispondono ai punti critici del potenziale:

%—Z:Rsin&(mg—Ky):O (4)
%—Z:Ky—&-KRcosG—mg:O (5)

da cui i punti critici:
(Or.9)= (072 ~ B (2,2) = (m, 22 + R) (©)
(05, y3) = (ga %) (04,y4) = (gm %) (7)



Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde

,, _{ Rcosf(mg— Ky) —KRsinf
V"'(8,y) = < —KRsin# K

nei diversi punti critici.

R? 0

7 _

Vi = (5 ) )
e dunque i punti di equilibrio (61,2,y1,2) sono stabili;

0 KR
V”(93,4,y3,4) = ( FKR :FK )

che ha determinante negativo e dunque i punti di equilibrio (034, ys,4)
sono instabili.

(10)

Per calcolare la lagrangiana nel sistema di riferimento in rotazione bisogna
sottrarre alla lagrangiana trovata al punto 1) il potenziale centrifugo che
si ottiene calcolando

1 m 1
Veentr = —§w2pR/ (Rsinf + Rcos ¢)2d¢ = —§w2mR2 sin? 6 + cost
0

Nel caso R =0 e w = 0 il problema ¢ unidimensionale con lagrangiana

1
L= gmy — §Ky2 + mgy
e dunque ’hamiltoniana e:
2
1
H=2"1 “Ky*— mgy
2m 2

e le equazioni di Hamilton sono

. P
p=—-Ky+mg y=—
m

Si puo’ risolvere in diversi modi. Le equazioni di Hamilton possono essere
riscritte nella forma

. K
j=-—y+g
m

che puo’ essere risolta aggiungendo alla soluzione dell’omogenea (oscilla-
tore armonico) la soluzione particolare y, = Z£. Da cui

y(t) = % + Asin(wt + ¢)

con w = \/% e A e ¢ costanti che dipendono dai dati iniziali.



Analogamente si pu0 osservare che aggiungendo una costante ad H non
cambiano le equazioni del moto da cui definendo z = y — % possiamo

scrivere 'hamiltoniana )
D
H=— K
om 2

cioe quella di un oscillatore armonico e dunque z(t) = Asin(wt + ¢) e
quindi

y(t) = % + Asin(wt + o).

Il problema si puo anche risolvere con il metodo di Hamilton-Jacobi.

Per un gas canonico di particelle indipendenti abbiamo Z¢ = +(Z;)N
Nel nostro caso abbiamo

+oo +o0
Z :/ e*ﬁg—fndp/ e BEY —mgy) gy —

— 00 — 00

2mm Foo m?g2
)Ee e~ BEY —may+ ) gy

=

— 00

e passando alla variabile z = 1/ Yy — \/: otteniamo

2 m +oo 2 2 m2 g2
Z1:(ﬂ—m1 \/ / e P74 26\/;652—1?

Per I'energia interna abbiamo:

0 ¢ _
U=- 3510g2 -N




