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Soluzione esercizio 1

1) Le coordinate dei centri delle due aste sono:

l l
x1:§sin91, y1:§c0891

l l
Ty = isin92, Y1 = 5(1 + cosBs).

Dal teorema di Koenig abbiamo ’energia cinetica:
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L’energia potenziale e’ solo elastica ed ¢ data da:

1 17, . . 9 9 2
V= §KZ [(sm 01—sin 03)“+(cos 61 —1—cos 6s) } = _KZ {cos(91—02)+cos 61—cos 03 | +cost

La lagrangiana ¢ dunque:

1 P/ 12
L= M3 (91 + 92) + KZ {005(91 —0) 4 cos b1 — cos 92} (1)

con equazioni del moto:

m ‘9 - l( Sin ‘9 ‘92 Sin 19 2
*9 - 1( - 5111(9 - 9 ) + S 9 (3)

2) I punti di equilibrio sono i punti critici del potenziale:

ov 2r . .

6791 —Kz|:sln(01 702)+Sln91:| —0 (4)
ov 2 i .
%—KZ{—sm(ﬁl—Hg)—smﬁg] =0 (5)

da cui per addizione otteniamo

sin @7 = sin 64



cioe 61 = 0y oppure #; = m — ;. Quindi nel caso 6; = 0, otteniamo i
punti critici (0,0), (7, 7) e per 82 = m — 61, dall’equazione

sinf; | — 2cos 01 —1—1} =0
s 27r)

otteniamo i punti critici (0,7), (7,0), (5, %), (-5, -2

Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde che,
2
trascurando il fattore costante K lz, ¢ data da:

,, [ cos(61 — 63) + cos b, —cos(f1 — 6)
Vi(01,62) = ( —cos(fy — 6s) cos(f — 63) — cos By (6)
nei diversi punti di equilibrio, ottenendo:
" _ 2 -1
che ha determinante negativo dunque il punto (0,0) ¢ instabile.
0 -1
V(7 7) = ( 1 9 ) (8)
e dunque anche (7, 7) & instabile.
0 1
viom=(15) 0

e dunque (0, 7) ¢ instabile.

V"(m,0) = < _12 _12 > (10)

che ha traccia negativa e dunque (,0) ¢ instabile.

e dunque questi due ultimi punti sono gli unici punti stabili.

Nel caso #; = 0 il potenziale diventa
l2
V(6r) = ng cos 61 (12)
e 'energia, che & una quantita conservata e:
A 12
E = §m§9f - K; cos 6y (13)

Dunque tutti i moti sono periodici, oscillatori o rotatori, eccetto i dati
2
iniziali corrispondenti al valore dell’energia £ = +K %



Soluzione esercizio 2

1) Abbiamo I’hamiltoniana

Ip?
H = o + K( y%) + mgy (14)

Le equazioni di Hamilton sono:

oOH o0H

Po= =Gy = ~Kw, by=—5o=—Ky—mg (15)
. oH Pz . oH Py
_ — = = = - = —. ]-

2) La trasformazione delle variabili q considerata € una traslazione e dunque
le variabili p vengono lasciate invariate perche lo jacobiano e la matrice
identita. Quindi abbiamo:

mg
X=z Y=y+¥
. Vg

PX:pza PY:py

3) La nuova hamiltoniana ha la forma

P

K(P,Q) =
e dunque abbiamo
X(t) = Ay sin(wt + ¢1), Px (t) = mwA; cos(wt + ¢1)
Y (t) = Agsin(wt + ¢2), Py (t) = mwAs cos(wt + ¢2)
con w = \/% e A;, ¢; costanti che dipendono dai dati iniziali. Quindi
z(t) = X(t) = Aysin(wt + ¢1),  pa(t) = Px(t) = mwA; cos(wt + ¢1)

mg

K

mg

y(t) =Y (t)——= = Ay sin(wt+epa)— Pl py(t) = Py (t) = mwAs cos(wt+eps)

4) Poiche le particelle non interagiscono tra loro abbiamo:
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col cambiamneto di variabile y — z = y + %£ abbiamo che I'integrale ¢
uguale a

o0
/ dpe— s BE(mE)?
—00

e quindi
2mm ¢ 2w (mg)?
= s
T \pr) T
L’energia interna e’ data da
__09 c_ (mg)*
Uf—a—ﬂlogZ =2NkT — 5K N (17)
e lentropia
1 (mg)? o m (mg)?
= log Z¢) = = (2NkT— N )—klog(N)+2Nklog(— )+ Nklog(—)+N
S = k(BU+log Z°) T( KT ) Flog(N!)+2Nlog(— )+ Nk log( 7 )+Nkf=—2

(18)
L’elongazione verticale media é:

e dyy + R - ) e PR

N
1 /
E”(N;yz) B I, dy e P51y +2752 Y]

e col cambiamento di variabili precedente otteniamo immediatamente

1Y mg
By 2w =—F



