Soluzione scritto del 25-6-01

1) Uso coordinate sferiche e pongo S nel polo sud (6 = ).
1 275 2 2 2
V= §KR [sin® 6 + (1 + cos§)°] = K R” cosf + cost
da cui abbiamo:
1 . .
L= EmRz(é?2 + ¢?sin? ) — KR? cos 6
che é la lagrangiana di un pendolo sferico.
2) Le quantita conservate sono:
1 . . .
E= §mR2 (6% + ¢ sin® 0) + KR? cos
che e’ I'energia, infatti la lagrangiana non dipende dal tempo e per vincoli olonomi bilateri e fissi ’energia
generalizzata coincide con ’energia.
Un’altra quantitd conservata é:
ps = mR?sin> 0
che é il momento angolare, infatti ¢ é una coordinata ciclica.
3) Dal metodo di Ruth per la coordinata ciclica ¢ otteniamo:
Lr(6,60) = £(8,0,6(p,9)) = ps¢(Ps6)

con ¢(py,0) = —F—, da cui

i~ LR _ KR Py _ 1 page
Lr(6,0) = 2mR 6* — KR"cosf SRS’ d 2mR 0% — Vegy
con
v
Vess = KR? cos6
1 cosv 2mR2? sin” 9

4) L’analisi del moto é quella del pendolo sferico.
Per py = 0 il moto si riduce a quello del pendolo semplice. Per py # 0 dobbiamo studiare il potenziale
efficace. V;; = 0 in un unico punto 6 che soddisfa 'equazione:

pscosf
mR2sin®f
infatti per 6 € (0, ) abbiamo V,;;(0) < 0 e per 6 € (5, m) abbiamo V() > 0, e dunque c’e’ un unico
punto critico 6 € (7, 7) che é un minimo. Per # — 0 e § — 7 abbiamo Vs — oc. Dunque per E = V5 (0)
il moto avviene a 8 = cost = 0 e ¢(t) — ¢(0) = —=£2—=t. Per E > V,z¢(0) il moto avviene tra 6_ e 64

. . mR2sin?9
soluzioni di E = V,z7(#) e 'equazione dell’orbita é:

—KR%sinf —

Po 1
d¢ = de
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Il moto é periodico se, definito
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abbiamo che % € Q.

5)

® )+ KR?cosf
sin? 0

2 R2 (pg

e le equazioni di Hamilton sono:
PG cosf
mR2 sin® 6

Py =0

Do = + KR?sin6

— Dy
mRR2
j—_ P
¢ mR2sin® 0

6) L’equazione di Hamilton-Jacobi indipendente dal tempo é:

1 oW, 1 W,

(

oW 2
QmRz[(Bﬂ) +s1n 7 6¢)]+KR cos=F

che é separabile, da cui, ponendo W = Wy 4+ Wy, si ottengono le equazioni:

Wy _
8—¢ = cost = pgy

Lo
2mR2*"Y 060

pge]-l-KchosO: E

da cui:

W¢(p¢7 ¢) = p¢7¢

Wy (E, pg,0 / \/2mR2 E - KR?cost — ———>——)d¢'
b0 2mR2 sin? @’

Dunque ponendo oy = E e az = py come nuovi impulsi otteniamo per le nuove coordinate:

ow

ﬂlzﬂ

con le equazioni del moto:

e dunque otteniamo la soluzione:
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7)
la funzione di partizione é data da:
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da cui

Olog Z¢

U= 5 —N(=2kT + mgR cosh(fmgR))




