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Soluzione

1)

Le coordinate del centro C' del disco sono
xc = lcosb, yc = —R

e quelle del baricentro dell’asta

l L.
:EG:§C089, yG:fRJr?smH

Dal teorema di Koenig otteniamo per ’energia cinetica dell’asta

1 1., 1mi? . 1mi? .
Tap = —m(=)%0% + - —0? = - —¢? 1
ap=gmG)e 553 23 1)
e per quella del disco
1 oo o, IMR?2IO ., 1,53
TDf2Ml0 sin 9+2 (Rsm0) f2Ml0 5 Sin 0 (2)
dove abbiamo usato la relazione di rotolamento ng = —éésin 0.

11 potenziale gravitazionale ¢ V,; = mgé sinf e quello elastico e V; =
3 KI? cos® . La lagrangiana dunque &

Tmi? .0 1 . ! 1
L= 5%92 + §M1292% sin? 6§ — mg sinf — 5KF cos’0  (3)

L’ equazione del moto e:

2. 3 .. .
m§9 + §M129 sin 6 + 3M1%6% sinf cos 6 =

3 . l
= §M1292 sin@cosefmgﬁ cos@ + Kl?sinf cos 6 (4)
I punti di equilibrio corrispondono ai punti critici del potenziale:
V() =l cos 9[% — Klsinf] =0 (5)
ciot i punti 61 = 17, 6 = 37, e se A := 57y < 1 anche 03 4 = arcsin \.



Per studiare la stabilita valuto la derivata seconda nei diversi punti.

V7 (0) = —1 Sin@[% — Klsin6)] — K12 cos? 0 (6)
da cui: V7(6y) = —[ngl — KI?] e ciog il punto ; & stabile per A < 1 e
instabile per A > 1; V7 (fs) = [ + KI?] > 0 e ciot il punto 6, & stabile
sempre; V7 (5 4) = —KI?cos? § < 0 e dunque 03 4 sono instabili quando

esistono; per continuita per A = 1 il punto 6; ¢ instabile.

Intorno al punto di equilibrio stabile 69 la lagrangiana delle piccole oscil-
lazioni e:
1mi? . 1 53 1 .mgl
Lpo = =—0%+ -MI?0*> — [ + KI*](0 — 6,)* 7
ed il periodo ¢ dunque
m + M§
Tpo = 2my| = 2
ST RS

L’energia potenziale nel caso mg > 2K1 ha solo due punti critici: 6y che &
un massimo e f3 che & un minimo che corrispondono ai valori del potenziale
+mgs. I moti sono dunque periodici se si escludono i dati iniziali 6(0) e

6(0) tali che I’ energia totale

1mi? . 1 . [ 1
E= 57%9(0)2 + 5Mﬂe(ofg sin 6(0) + mg  sin6(0) + 5 K1* cos” 6(0)

¢ uguale a +mgi.

Se il piano I & posto in rotazione, la nuova lagrangiana, nel sistema di
riferimento K solidale col piano, e

LK =L- Vcentr

con
Vrcentr = V;:entr,AB + ‘/centr,disco

dove, per simmetria, per il disco vale

1
chentr,disco = _§w2M12 C032 0
mentre per ’asta
1, : 2 Ly 2 I?
VeentrAB = —=w p/ ds(scosf)” = ——w mcos® §—.
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