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Soluzione Esercizio 1

1) Siano 71, z2 e 6 le variabili lagrangiane, abbiamo y; = 0 e yo = —ax3 ed
utilizzando il teorema di Koenig abbiamo per ’energia cinetica:
1 1 1 m2L2 0'2

T = §m1r§ + 5m2j;§(1 + 4a*x3) + 5 1o

L’energia potenziale gravitazionale é
V, = mega:L'g
e quella elastica
Vo = %K((ml —x9)? + aza:%)
La lagrangiana e dunque:

1 51 . 1 mol?
L= §m1x%+§m2x§(1+4a2x§)+§ 12

. 1
6% +mogari— 5[(((331 —m2)2—|—a2x3>

(1)

Le equazioni del moto sono:

mit1 = — Kz, + Kxg (2)

moia(1 4+ 4a’x3) = —4maa’zads + 2magaxs — K (x1 — x0) +2Ka?z3 (3)
d m2L2 .

— 6=0 4

dt 12 (4)

. . . . . . 2 . .
2) La variabile 0 & ciclica e ne deriva msz 0 = py = cost costante. L’energia

totale ¢ anche costante poiché il sistema ¢ conservativo. La lagrangiana
ridotta risulta essere
1 1

ET = imlxi“r )

1
moia(1+4a23) +mogaxs — §K<(m1 —29)? —|—a2x§) (5)



3)

I punti di equilibrio corrispondono ai punti critici del potenziale:

2%
or = K(x; —x3) =0 (6)
— = —2magazxs + Kxo — Ka1 + 2Ka“z5 =0 (7)
8$2
da cui
1 = T2 (8)
e

2ax5(Kars — mag) = 0

e dunque i punti critici:

N )

Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde

" . K -K
Vo, 2) = ( —K —2maoga+ K + 6Ka’x3 > (10)
nei diversi punti critici.
" - K -K
V"(0,0) = ( _K  —2maga+ K (11)

che ha determinante negativo dunque il punto (0, 0) & instabile.

" mag mag., K —-K
V(i\/ Kad:\/ Ka)_<—K K+4mgga) (12)

ha determinante e traccia positivi e dunque questi due punti sono stabili.

Intorno a ciascuno dei due punti di equilibrio stabile (£/522, £,/522)

la lagrangiana delle piccole oscillazioni espressa in termini delle variabili
q = (z1,22) & data da:

Lo = 3(0.40) ~ 3a- ae, V(T2 5 200G - qu)) (13

con qx = (/L /)

4= ( 0 e +O4“%> ) o




5) Discutiamo innanzi tutto la periodicita del problema unidimensionale: se
x1 = 0 abbiamo:

1
V = —magaxi — §K(x§ + a2x§)

Dobbiamo distinguere due casi
i) 2moga > K

ii) 2maoga < K

Nel caso i) la funzione V ha un massimo in 0 e due minimi in +4/ % in
questo caso gli unici dati iniziali cui non fa seguito un moto periodico sono quelli

per cui 'energia totale é nulla oppure nei due punti di equilibrio i\/%
con velocita iniziale nulla.

Nel caso ii) il potenziale é sempre positivo con unico punto critico in 0 e
dunque 'unico dato iniziale cui non fa seguito un moto periodico é quello con
energia totale nulla.

Per il problema nel suo complesso, in 2 dimensioni, considerando quindi an-
che la variabile 6, ai dati iniziali ricavati precedentemente per il problema uni-
dimensionale fa seguito un moto periodico se si prende un dato iniziale 6(0) tale

che il periodo del moto di rotazione della sbarra Ty = 9-2(—3) sia commensurabile
col periodo T del problema unidimensionale discusso sopra, cioe 9(0) = %2%,

con n,m interi. Sono anche periodici i dati iniziali corrispondenti a punti di
equilibrio per il problema unidimensionale, per qualunque 6(0) # 0.

Soluzione Esercizio 2

1) Data la lagrangiana:

2 4 3
q-q q
L="—"—= 15
5 "3 (15)
sia p = %ﬁ = gq¢* da cui ¢ = q% e dunque
2 3
p q
H=2 7 16
2q¢* + 3 (16)
Le equazioni di Hamilton sono:
OH  2p? 9
=——=—— - 17
b= = o (17)
OH p
=— == 18
1=~ 4 (18)



2) Abbiamo Q’(q) = ¢* da cui otteniamo la trasformazione:

(19)

(20)

3
p p q
P = = — Q = —
Q'(q) ¢ 3
3) La nuova hamiltoniana é:
P2
con equazioni di Hamilton:
P=-1, Q=P
da cui otteniamo per i dati iniziali scelti P(0) =0, Q(0) = % le soluzioni
1t
P(t) = —t )==——
=1 Q=31

Con la trasformazione inversa otteniamo:
1 3 1
alt) = (3Q)F = (1 - 5%)3

P = P0)F = —101- 5

4) L’equazione di Hamilton Jacobi indipendente dal tempo é:

+

=

i (or)

q e
Wi(gq,a) = —/ 2¢* (o — g)dq
q(0)

(i
3

da cui

dove abbiamo scelto il segno meno per i dati iniziali (p(0) = 0 ma p(0) < 0)

ottenendo cosi

th/q'qu
0o a(0)  [2(1=4%)
avendo scelto 8(0) = 0 e a = 1

3
I'integrale ricaviamo

1—4¢3
t=1/2
355
da cui
alt) = (1 - S}
¢ oW 3
= = (1 - 2#%)3
p(6) = o = —t1- 3¢)

a causa dei dati iniziali.

Risolvendo



