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Soluzione esercizio 1

1)

Abbiamo OC = /R? — (%)2 = é, applicando il teorema di Koenig abbi-
amo )
1 1mre . 1 3
Tiscozf T ———¢* = —myP =
d M T = g

avendo usato la condizione di puro rotolamento r¢ =y e

Tusta = %MgéQ + %%ﬂé? = %Mﬂé%
e dunque otteniamo la lagrangiana
L= ngf + %M§62 —mgy — Mgé sinf — Ky? + Klysinf (1)
con equazioni del moto:
3 2.

l
gmy:—mg—QKy—i—Klsin@ M§9:—MQ§COSG+KZ3/COSQ (2)

I punti di equilibrio sono i punti critici del potenziale:
oV
— =mg+ 2Ky — Klsinf =0
dy
ov Mg
W = (7 — Ky)lCOSG =0
Per cosf = 0 otteniamo i punti di equilibrio: (y1,61) = (KlQ_ng, Z)e
(y2,02) = (—Kg}mg,%’r). Se A\ = % < 1 abbiamo anche i punti

(3,4, 03,4) = (572, arcsin \).

Per studiare la stabilita valuto la matrice delle derivate seconde

,, _ 2K —Klcosf
Vily.0) = ( ~Klcos —Isinf(*2 — Ky)

nei diversi punti di equilibrio, ottenendo:

2K 0
V// ’9 _ ( m )
(y1,61) 0 i ;M)g_%)



dunque il punto (y;,6;) & stabile se A < 1, instabile per A > 1.

2K 0
V/I ’0 — ( m >
(yz 2) 0 l(( ;M)gﬂLKTl)

e dunque (ys,02) ¢ stabile sempre. Se A < 1 otteniamo:

) - 2K —KlcosOs3 4
V"' (y3,4,03.4) = ( —Klcosfs 4 0

e dunque i punti (y34,6s4) sono instabili. Per continuita nel caso A = 1,
il punto (y1,61) & instabile

3) Intorno al punto di equilibrio stabile (y2,62) =: qo, la lagrangiana delle
piccole oscillazioni espressa in termini delle variabili q := (y, ) ¢ data da:

L0 = 5(448) — 5 ((a— a0), V" (a0)(a ~ av)) @

con

2m 0
()
0 3

Le pulsazioni proprie risultano determinate dall’equazione:

2K — wQ%m 0

0 l(i(erM)ngK?l) *w2MTl2

det(V"(ya,0) —w?A) =0 = ‘
2

. o K o (m+M)g+Kl
da cui wog = 24/5- ewo = \/3 55 -

4) La nuova lagrangiana nel sistema di riferimento solidale con II e’:
,C,/ = £ - Vcentr (5)

2 . . . 1 . .
con Vientr = —2Mw?L cos?6. 1 nuovi punti di equilibrio si ottengono

2 6
dalle equazioni:

l 12
mg+ 2Ky — Klsinf =0 [Mgﬁ—Kyl—l—MwQEsinG]cosG:O

Per cos = 0 otteniamo gli stessi punti (y1,61) e (y2,602) di prima. Se
N\ o (m+M)g | _ mg

. . A g
Ri—wi T < 1 abbiamo anche i due punti: (\'5 — 532, arcsin \').

Soluzione esercizio 2



1) Abbiamo p = % = Qq% da cui otteniamo ¢ = % e quindi

2.2
H(p.q) = " +logg (6)

2) Le equazioni di Hamilton sono:

.__OH _ p’q 1
P="0¢ = 2 T4
._OH _pg’
q_(?p_2

3) La trasformazione canonica generata da F' ¢ data da

_oF _ P
b dg q
oF
Q—afp—logq

da cui otteniamo la trasformazione

P(p,q) =pq Q(p,q) =logq (7)

2 . .
PT + @ e le nuove equazioni

4) La nuova hamiltoniana ¢ data da K(P, Q)
del moto sono:
0K

oK
oQ

. OK P

©=%p=3

da cui otteniamo
POt t*
Pt = PO) 1, QU) = Q)+ TP T
con dati iniziali @(0) =log1 =0, P(0) = 0 da cui otteniamo

gt) =T, p(t) = —te's (8)

5) L’equazione di Hamilton-Jacobi & data da:
'S <8W

2
= 1 —
1 6q) +logqg =«



da cui otteniamo
ow 2
——— =*—va—logq
Jq q

e dunque

q
5(0)+t:a—wzi/ 1 4
O 1 ¢/ (a—logq)

Dai dati iniziali abbiamo o = 0 = (0) e ¢(t) < 1, p(t) < 0, e quindi, con
il cambiamento di variabile y = —log ¢/, otteniamo

—logaq g oW V=1
Y 0g q
t= — =24/—loggq e pt)= ——=-2——""—
0 \/ﬂ () dq q

e dunque le equazioni (8).



