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1. Calcolare:

a) log(—m) d) log(} +i%)
b) log(e) e) V2
c) log(—5+1) £) (1+4)V%

Soluzione: Si ha che log z = {In |z| +iArg(z) + i2kn|k € Z} (dove In & il logaritmo
reale sui reali positivi).

a) log(—7) = {In| — «| + iArg(—m) + i2kw|k € Z} = {In7 + in(2k + 1)|k € Z}
b) loge = {1 +i2kn|k € Z}

c) log(—=5+1) = {In| — 54| +iArg(—5+1) +i2kn|k € Z} = {1 In 26 +i(7(2k +
1) — arctan%)|k € Z} osservando che, nel secondo quadrante, l’argomento di
xr — 1y ¢é dato da m — arctan(y/x).

d) logl + 2 = {in(2k + Y|k € Z}

e) Per definizione:
i\/ﬁ _ eﬂlogi _ {ex/iiw(%+2k)|k, c Z}

(]. ‘|‘ Z)\/gl — e\/gi log(l-f—i) = {eﬁi(%ln2+iw(%+2k))|k 6 Z} -
(e PG MR ()| € 7) =

(eI Gz ein (G20 )y € 7)
2. Sia log la corrispondenza multivoca. Riconoscere la falsita della tesi trovando
I’errore:

log(—2)? = log(2?) = log(—2) + log(—z) = log z + log z = 2log(—z) = 2log z =
log(—z) = log =

Soluzione: L’errore é nel passaggio log(—z)+log(—z) = log z+1log z = 2log(—z) =
2log z. Infatti, per qualunque numero complesso z, logz & un insieme ( log ¢
multivoca); se A e B sono sottoinsiemi di C e z € C, naturalmente si ha che
A+B={a+blac Abe B} e zA = {zala € A}. Quindi, tornando all’errore, non



si puo affermare che log(—z) + log(—z) = 2log(—z), perché in realta log(—z) +
log(—2) D 2log(—=z) come si osserva facilmente da quanto detto. Un altro modo
per vedere 'errore ¢, fissando una determinazione Log(z),

log(z) 4 log(z) = Log(z) + 2inZ + Log(z) + 2inZ = 2Log(z) + 2inZ #

# 2Log(z) + 4inZ = 2(Log(z) + 2inZ) = 21og(z)

. Determinare tutti i numeri complessi z tali che i* assume solo valori reali.

Soluzione:

i = exp(zlog(i)) = exp ({(w + iy)i <g - 2k7r> |k € Z}) =

exp ({ (—g + 2k7r> Y+ (g + 2k7r) |k € Z})

La parte che dipende da y é sempre reale, mentre perché lo sia quella che dipende
da x si deve avere, per ogni k € Z, un k' € Z tale che

2

1
<E+2k7r>m:2k;’7r = <§+2k)x:2k’ — k’z%—l—kxEZ — x €47

. Trovare I'immagine tramite la mappa esponenziale dei seguenti sottoinsiemi di C:

a)

a)

c)

{]Im(2) = Re(2)*}

b) {z]¢ < Im(z) < 0}, dove 8 — ¢ € (0,2m)
c) {z|Re(z) > 0,0 <Im(z) < 27}
Soluzione:

Il dominio non ¢ altro che la parabola y = x2, ovvero {t + it*|t € R}. Quindi
Pimmagine del dominio ¢ {e/**’|t € R} = {e'(cost? + isint?)|t € R}, che
é una spirale che parte da 0, 0 escluso: consideriamo infatti un punto che si
muove sulla parabola da 0 verso destra. In questo caso aumenta sia la parte
reale (ovvero l'esponenziale del punto si allontana dall’origine) sia la parte
immaginaria, che tende a infinito, facendo quindi ruotare I’esponenziale di un
giro completo ogni volta che la parte immaginaria aumenta di 27. Allo stesso
modo se il punto si muove da 0 verso sinistra, il suo esponenziale continuera
a ruotare ma avvicinandosi a 0.

Se z € {z]p < Im(z) < 8}, e = e"(cosy + isiny), dove z € (—o0,+00)
ey € (¢,0), quindi in coordinate polari, il dominio immagine ¢ lo spicchio
{z]¢ < Arg(z) < 0} (notare che lo zero ¢ implicitamente escluso nel dominio
perché 0 non possiede argomento).

Considerato e”(cosy + isiny), i punti nell'immagine hanno argomento in
(0,27), ma modulo che varia tra 1 e oo, quindi I'immagine del dominio é
{z]]z]| > 1,0 < Arg(z) < 27}.



5. Determinare una trasformazione lineare fratta che mandi le seguenti terne (ordi-
nate) di punti di CU {oo} in quelle corrispondenti:

) (0,1,00) in (0,00, 1)
(1,2,4) in (3,4, 21)
¢) (I,w,w?) in (2,2 +14,00) dove w? =1, w # 1
(0,1,2) in (0,1, 00)
e) (0,1,2) in (2,1,0)
Soluzione: La soluzione si pud determinare meccanicamente imponendo le con-

dizioni (lineari) f(a;) = b;, dove (a;) e (b;) sono le terne di punti e sfruttando
I’ambiguita di a, b, ¢, d, che sono definiti a meno di un fattore di proporzionalita:

d

a) 0 = 0= b=0, co - 1 = il denominatore ¢ z — 1 (sfrutto il grado di
liberta); quindi f(z) = 5 =1.
b) Applicando le condizioni si ha

a+b=3(c+d)
2a +b=1i(2c+d)
ai +b = 2i(ci + d)
da cui una soluzione possibile ¢ a = 149, b = —200 — 94, ¢ = 8 — 95¢, d =
—25 + 921.
) a=wb=—(1-2))w?—(2—4)w+2—-6i,c=1,d=—i(3—w?— (2+i)w)
d) b =0, il denominatore ¢ z — 2; quindi &5 =1 = a = —1
e) f(z)=z-1
6. Determinare una trasformazione lineare fratta che manda le seguenti rette/circonferenze
nelle corrispondenti:
a) Rin iR
b) R nella circonferenza unitaria S*

) {z=r+iyeCl(z—-12+y*=4in{z=a+iyeCla+y=2}
d) {z=z+iyeCl(z—1)2+(y—22=1in{z=x+1y € Clz+y =0}

Per ogni trasformazione determinare inoltre I'immagine della seconda retta/circonferenza.

Soluzione: Poiché una retta/circonferenza ¢ determinata da tre punti, ¢ sufficiente
scegliere tre punti della prima retta e portarli nella seconda, procedendo come nel-
I’esercizio precedente; ovviamente la trasformazione non ¢ unica perché si possono
scegliere diverse terne di punti.

a) Basta una rotazione di 90°: f(z) = iz, e 'immagine di /R & R.

b) Ad esempio ponendo f(co) =1, f(0) =ie f(—-1) = —-1lsihaa=c=1¢

f(z):jIZdacmb—zde—l(l—l—d):—1+zd:>d—1+z—1—i
cioe f(z) = 24, da cui f(1) = Z =1(3+4i);i—1¢ S' e quindi S* si
trasforma nella retta che passa per — %(3 + 47).



—2i2—10¢

c) Una possibile trasformazione ¢ f(z) = , che porta la seconda retta

z—3
. A o 84380
nella circonferenza passante per —2i, 141 e ={*.
d) Una possibilita ¢ f(z) = —2? —Zi;fi, che porta la seconda retta nella circonfe-

renza che passa per +(1 —3i), 2(1 — 2i) e £(3 — 4i).

7. Mostrare che il gruppo delle trasformazioni lineari fratte ¢ isomorfo al gruppo delle
proiettivita di P'(C), denotato con PGLy(C).

Soluzione: Chiameremo tlf una trasformazione lineare fratta f(z) = %Ig con

a,b,c,d € Ce C denoteré la compattificazione di Alexandroff del piano complesso,
ovvero C U {oo}. Sia TLF il gruppo delle tlf invertibili (cio¢ con ad — be # 0). Sia
¢ : TLF — PGLy(C) tale che se f(z) = 2.

cz+d’

(2]

¢ & ovviamente ben posta perché tlf con coefficienti proporzionali vanno nella
stessa classe di matrici. Altrettanto ovvia é la suriettivitd perché una proiettivita e
invertibile e quindi la classe di matrici che la rappresenta é composta da elementi
invertibili, che determinano una tlf non degenere. Vediamo che ¢ ¢ un omomorfismo
di gruppi. Se:

az+b ez + f

f(z) = 9(z) =

ez +d gz+h

allora:

B ae +bg af + bh B a b e f B
otron=|(wrm dra) = 1(e )]s 1) =ene
dove la prima uguaglianza segue da un calcolo diretto di f o g(z). Per I'iniettivita,

se ¢(f) = K(l) ?)} = KZ Z)} con f(z) = % segue che 3w € C\ {0}

t.c.

a b\ 10

cd)”"\o1
e quindi @ = w =d,b =0 = ¢, quindi f(2) = 2% = z, cio¢ f ¢ I'’elemento neutro di
TLF.



