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Problema 1. Sia Ag lo spazio affine reale di dimensione n con il sistema di riferimento

canonico, le cui cordinate sono denotate x1,...,x,. Sia t un parametro che varia in R. Si
considerino gli iperpiani S1,S2,...,Sn—1 in Ag di equazione cartesiana (t —4)x; +xi41 =1
per ogni i =1,...,n — 1, e 'iperpiano 5,, di equazione z,, = n. Ovvero

St (t—l)l‘l +x2 =1,
Sy : (t72)m2+m3:2,

Spn-1: (t=—n+Dzp_1+zp=n-—1,
Sn: Tpn=n

(a) Si determinino i valori di ¢ € R per cui S1NS2N...NS, # @ e per tali valori si calcoli
dimSiNSaN...NS,.

Soluzione. Un punto appartiene all'intersezione [, Si se, e soltanto se, le sue
coordinate (z1,...,x,) sono soluzioni del seguente sistema lineare con n equazioni e
n incognite

(t—Dz1+xz2 =1,
(t — 2)$2 +x3 =2,

t—-n+1zp—1+z,=n-1,

t—1 1 0 0
0 t—2 1 0
A= : : : - :
0 0 ... t—m4+1 1
0 0 0 1

Poiché A & una matrice triangolare, il suo determinante ¢ il prodotto degli elementi
sulla diagonale, quindi

n—1
det A =[]t —).
=1

Quindi,
detA=0&te{l,...,n—1}.
In virth del Teorema di Cramer, per ogni t € R \ {1,...,n — 1}, il sistema lineare
ammette una e una sola soluzione, o, equivalentemente dim(S: N...N S,) =0.
Sia t € {1,...,n — 1}. Ora il rango di A & minore di n. Consideriamo la matrice
completa del sistema
t—1 1 0 .. 0 1
0 t—2 1 .. 0 2
C:= : : : - : :
0 0 oo t—=m4+1 1 n-1
0 0 . 0 1 n
Si verifica immediatamente che la sottomatrice quadrata C(1,2,...,n|2,...,n) di or-

dine n di C' ha determinante n, e quindi il rango di C & n. Da questo segue immediata-
mente che, per t € {1,...,n—1} il sistema & incompatibile, e quindi S1N...N S, = 0.



(b) Per n = 2 si determini esplicitamente I'intersezione S1 NSy al variare di ¢t € R.

Soluzione. Per (a), S1 N S2 # 0 se, e soltanto se, t # 1. Per ¢ # 1 'unico punto P di
S1 N Sz ha coordinate che sono soluzione del sistema lineare

(t—1)1‘1+1‘2:1
1’2:2

Applicando la regola di Cramer, o ricavando direttamente x1, si ha P(—(t —1)71,2).



Problema 2. Sia X un insieme non vuoto. Un’applicazione f : X — X si dice
idempotente se fo f = f.

(a) Sia V un R—spazio vettoriale di dimensione 2, e sia B := {v,w} una sua base.

Si dimostri che endomorfismo f : V. — V tale che Mp(f) = ( (1) _01 ) &

idempotente. Si dimostri che f & diagonalizzabile e che

Ker(f)® f(V) =V.

Soluzione. La matrice di f o f rispetto alla base B (sia al dominio che al codo-
minio) &

Mss(ro§)=MssDtss)= (o o ) (o o )=(0 o )=Mest
Poiché la mappa

us,B : Homg(V, V) — M3 (R); ¢ — Mg s(¢)

€ un isomorfismo, segue immediatamente f = f o f. Il polinomio caratteristico di f e

det( P ) — _T(1-T)

le cui radici sono 0,1. Dunque f & diagonalizzabile (il suo polinomio caratteristico si
decompone linearmente in R[T] e non ha radici multiple). Osserviamo adesso che

FV) =< f(v), f(W) >r=< Vv, =V >p=<V >R .
D’altra parte, poiché f(v) = v, segue che < v >g & esattamente ’autospazio associato
all’autovalore 1 (infatti tale autospazio ha dimensione 1, perché 1 & una radice semplice
del polinomio caratteristico). Inoltre, per definizione, Ker(f) ¢ 'autospazio associato

a 0. Dunque, poiché f & diagonalizzabile, V' & somma diretta dei suoi autospazi. A
questo punto 'unguaglianza Ker(f) @ f(V) =V & evidente.



(b) Siano K un campo, V un K —spazio vettoriale di dimensione finitae f : V — V
un endomorfismo idempotente. Si dimostri che f(V) & un autospazio di f, che
Ker(f) ® f(V) =V, e che f & diagonalizzabile.

Soluzione. Se f & ’endomorfismo nullo o se f & l'identita di V, le asserzioni da
dimostrare sono ovvie: nel primo caso Ker(f) =V e f(V) = (0), nel secondo caso si
ha Ker(f) = (0) e f(V)=V.

Altrimenti, fissiamo un vettore w € f(V) \ {0}. Per definizione w = f(v), per
qualche v € V. Poiché f & idempotente, si ha f(w) = f(f(v)) = f(v) = w. Dunque,
1 & un autovalore di f e w & un suo autovettore. Per larbitrarieta di w € f(V) —
{0}, segue immediatamente che f(V) & contenuto nell’autospazio di f associato all’
autovalore 1. Viceversa, se v € un autovettore di autovalore 1, allora esso ¢ immagine di
se stesso, e quindi v € f(V). Dunque f(V') coincide con I'autospazio di f associato all’
autovalore 1. Dal fatto che f(V') e Ker(f) sono autospazi relativi ad autovalori distinti
(1,0), segue che la loro intersezione & banale, ovvero, la loro somma ¢ diretta. Fissiamo
v € V. Ovviamente si ha v =v — f(v)+ f(v). Per mostrare che Ker(f)® f(V) =V,
sard quindi sufficiente verificare che v — f(v) € Ker(f). Tenendo presente che f & un
endomorfismo idempotente, si ha

fv=FfW) =Fv) = F(f(v)) = f(v) = f(v) = 0.
Dunque 'unione delle basi di Ker(f) e f(V) & una base di V ed & costituita da
autovettori. Quindi f & diagonalizzabile.



Problema 3. Si considerino le seguenti matrici ad entrate reali

0 0 0 10 O
A= 1 0 0 A= 0 1 0
0 0 0 0 0 -2
0 0 0 -2 0 0
Az = 1 0 0 Ay = 3 10
0 1 0 0 0 1

(a) Per ognii € {1,2,3,4} si calcolino gli autovalori e gli autospazi di A;.

Soluzione. Sia £ := {e1, e2,e3} la base canonica di R3.

L’unico autovalore di A; ¢ 0 (con molteplicita algebrica 3) e I’ autospazio a esso as-
sociato € < e2,e3 >g.

Gli autovalori di Az sono 1 (con molteplicita algebrica 2) e —2 (con molteplicita al-
gebrica 1). L’autospazio associato a 1 & < e1, ez >gr, mentre quello associato a —2 &
< e3 >R.

L’unico autovalore di As & 0 (con molteplicita algebrica 3) e 'autospazio a esso asso-
ciato & < e3 >g.

Gli autovalori di A4 sono 1 (con molteplicita algebrica 2) —2 (con molteplicita alge-
brica 1), e i relativi autospazi sono rispettivamente < ez, es >gp e < €1 — €2 >p.



(b) Per ogni i,5 € {1,2,3,4}, si stabilisca se A; & simile ad A;.

Soluzione. Per ogni i € {1,2,3,4}, A; & simile a se stessa. A; non & simile ad
Az e Ay perché A; ha autovalori diversi da A2 e As. Inoltre A; non & simile ad As
perché esse hanno rango diverso: infatti, se due matrici sono simili, esse sono matrici
associate a uno stesso endomorfismo e quindi devono avere lo stesso rango. A2 non &
simile a Az perché hanno diversi autovalori. Per lo stesso motivo, As non & simile ad
Ay. Si osservi che
.A = {eg, €3, e; — eg}

& una base di R® costituita da autovettori di A4 associati a autovalori 1,1, —2, rispet-
tivamente. Quindi A4 & diagonalizzabile, e quindi ¢ simile ad A2 poiché le due matrici
hanno stessi autovalori con uguali molteciplita.



(c) Per gli 4, tali che A; & simile ad A;, si determini una matrice P € GL3(R) tale che
P7'A,P = Aj.

Soluzione. Bisogna trovare una matrice P € GL3(R) tale che A, = P lALP. Sia
f: R® — R? endomorfismo di R? tale che Mee(f) = A4, esiald: R? — R3 ’identita.
Sia A = {e2,e3,e1 — ez} la base descritta nel punto precedente. Sappiamo, per quanto
visto prima, che A ¢ una base di R? costituita da autovettori di f, e

Ma.a(f) = Az
Si ha
Maa(f) = Mac(Id)Me e(f)Me, a(1d).
0 0 1
Dunque la matrice cercata ¢ P = Mg 4(Id)= 1 0 -1
01 O



